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Introduccion

La aleatoriedad y la incertidumbre son conceptos fundamentales que se manifiestan
en nuestra vida cotidiana y en practicamente todas las disciplinas de la ciencia,
la ingenieria y la tecnologia. La teoria de la probabilidad proporciona un marco
matematico para describir y analizar fenémenos aleatorios, es decir, aquellos eventos
cuyos resultados no pueden predecirse con certeza. Este marco es esencial para
modelar situaciones donde la informacion es incompleta o los resultados dependen
de variables no controlables.

Un ejemplo sencillo que ilustra este concepto es el lanzamiento de una moneda
balanceada. Aunque factores fisicos como la fuerza del lanzamiento o la orientacién
inicial podrian, en teoria, determinar el resultado, en la practica, la falta de cono-
cimiento detallado convierte al evento en aleatorio. Asi, al hablar de “aleatoriedad”
nos referimos a nuestra incapacidad de conocer todos los elementos necesarios para
predecir el resultado. En este caso, la probabilidad de que salga cara se expresa como
50 %, lo cual puede interpretarse desde dos perspectivas: como la frecuencia relativa
en una gran cantidad de lanzamientos o como una medida subjetiva del grado de
certeza que asignamos al evento.

La teoria de la probabilidad no solo es flexible al acomodar diferentes interpreta-
ciones ya sea como frecuencia relativa o como creencia subjetiva, sino que también
ofrece herramientas versatiles para abordar problemas de incertidumbre. Este enfo-
que ha demostrado ser invaluable en contextos que van desde la toma de decisiones
en ingenieria y negocios, hasta la formulacién de modelos cientificos y el analisis de
datos en otras areas.



1.1

1.2

Capitulo 1

Teoria Basica de Conjuntos

La teoria de probabilidad se construye sobre el lenguaje de los conjuntos. Estos per-
miten modelar los resultados posibles de obtener de un experimento o una coleccién
de resultados que sean de interés. A continuacion, revisaremos los conceptos basicos
de teoria de conjuntos, incluyendo definiciones, notaciones, operaciones y propieda-
des fundamentales. También introducimos la distincién entre conjuntos contables y
no contables, y establecemos algunas herramientas visuales, como los diagramas de
Venn, para facilitar la comprension.

Conjuntos

Un conjunto es una coleccién no ordenada de elementos sin repeticién. Los conjuntos
generalmente los denotaremos con letras mayusculas, como por ejemplo A, B, C,
mientras que los elementos individuales se denotaran con letras mintusculas, como
por ejemplo a, b, c. Si un elemento pertenece a un conjunto, se denotara como a € A;
si no pertenece, escribiremos a ¢ A.

Ejemplo:

Sea el conjunto A = {1,2,3}, decimos entonces que 2 € A, y que 4 ¢ A. Ademas, el
orden de los elementos en un conjunto no importa, y un elemento no se repite, por
lo que A ={1,2,3} esigual a B = {3,2,1}.

Cardinalidad de un Conjunto

La cardinalidad de un conjunto A, denotada como |A|, es el nimero de elementos
en A. Segtn las definiciones formales introducidas por Georg Cantor, un conjunto
puede ser clasificado en dos tipos segun la cardinalidad de este:

» Conjuntos Numerables o Contables: Son aquellos conjuntos cuyos ele-
mentos pueden ser enumerados (finita o infinitamente), es decir, conjuntos
que poseen una cardinalidad menor o igual que los nimeros naturales (N =
{1,2,3,...}), como por ejemplo, el conjunto de los nimeros enteros Z.

= Conjuntos no Numerables o no Contables: Son aquellos conjuntos que
no pueden ponerse en correspondencia uno a uno con los nimeros naturales,
es decir, son conjuntos con tantos elementos que no pueden ser enumerados,
como los nimeros reales en el intervalo [0,1] o el conjunto de los nimeros
reales R.

Apunte de Cdtedra 1 IN3141 - Probabilidades



1.3. Tipos de Conjuntos

1.3 Tipos de Conjuntos

1.4

Se describen a continuacion definiciones bésicas sobre conjuntos.

Subconjuntos: Un conjunto A es un subconjunto de otro conjunto B si todos
los elementos de A estan también en B. Esto se denota como A C B,y
formalmente, se expresa como:

ACB < (r€ A = z€B).

Conjunto Universo: El conjunto universo, €2, contiene todos los posibles
elementos en un contexto dado, y cualquier conjunto es un subconjunto de €.
En probabilidades, se utiliza para modelar el conjunto de todos los posibles
resultados de un experimento.

Conjunto Vacio: El conjunto vacio, denotado como (), es el tinico conjunto
que no contiene elementos, es decir, el conjunto vacio es tal que |@] = 0. Por
definicién, () € A para cualquier conjunto A.

Conjunto Potencia: El conjunto potencia de un conjunto A, denotado como
P(A), es el conjunto de todos los subconjuntos posibles de A. Su cardinalidad
es |[P(A)| = 2141 Por ejemplo, si A = {1,2}, entonces:

P(A) = {0, {1}, {2}, {1, 2}}.

Conjuntos Disjuntos: Dos conjuntos A y B se dicen disjuntos si no tienen
elementos en comun, formalmente:

ANB=0.

Particion: Una particion de un conjunto A es una coleccién de subconjuntos
de A, tal que estos conjuntos son disjuntos, y su unién es A. Formalmente:

n

i=1

Por ejemplo, si A = {1,2,3,4}, una particién posible de A serfa {A;, Ay},
donde A, = {1,2} y Ay = {3,4}.

Operaciones con Conjuntos

Ademas de relacionar los conjuntos, también podemos crear unos nuevos a través de
las operaciones entre conjuntos. A continuacién, se presentan las operaciones basicas
entre conjuntos.

s Unidén: La union de dos conjuntos A y B, denotada AU B, es el conjunto que

contiene todos los elementos que estan en A, en B, o en ambos:

AUB={z|z € Aoz € B}.

Apunte de Cdtedra IN3141 - Probabilidades



1. Teoria Basica de Conjuntos 3

Por ejemplo, sean A = {1,2} y B = {2,3}. Entonces:
AUB = {1,2,3}.

Asi, se define también la unién de una familia arbitraria de los conjuntos
{Ai}ier, denotada (J,.; As, la ctial es el conjunto de todos los elementos que
pertenecen a al menos uno de los conjuntos A;:

UAi:{:U\EIiEItal que x € A;}.

il

» Interseccion: La interseccion de dos conjuntos A y B, denotada AN B, es el
conjunto de todos los elementos que estan tanto en A como en B:

AnNB={z|r e Ayx € B}.
Por ejemplo, sean A = {1,2} y B = {2,3}. Entonces:
AN B ={2}.

Asi, se define la interseccion de una familia arbitraria de los conjuntos {A; }ier,
denotada (., A;, tal que, es el conjunto de todos los elementos que pertenecen
a todos los conjuntos A;:

(Ai={z|zed; Viell.

iel

= Complemento: El complemento de un conjunto A, denotado A€, es el con-
junto de todos los elementos que estan en el conjunto universo €2, pero no en

A:
A°={z|z€Qyax ¢ A}

Por ejemplo, sea 2 = {1,2,3,4} el conjunto universo y A = {1,2}. Entonces:
A° = {3,4}.

» Diferencia: La diferencia entre dos conjuntos A y B, denotada A— B o A\ B,
es el conjunto de elementos que estan en A pero no en B:

A\B={z|x € Ay z ¢ B}.
Por ejemplo, sean A = {1,2,3} y B = {2,4}. Entonces:
A\ B =1{1,3}.

= Producto Cartesiano: El producto cartesiano de dos conjuntos A y B, de-
notado como A x B, es el conjunto de todos los pares ordenados (a,b) donde
a € Aybe B. Formalmente, se define como:

Ax B={(a,b) e AxBla€ ANbe€ B}.
Por ejemplo, sean A = {1,2} y B = {z,y}. Entonces:

AXB= {(1,1’), (Ly), (2,$), (2ay)}‘

Apunte de Cdtedra IN3141 - Probabilidades



4 1.5. Propiedades de Operaciones de los Conjuntos

Propiedades:

e Si uno de los conjuntos es vacio, entonces el producto cartesiano también
es vacio:

AxD=0x B =0.

e El producto cartesiano no es conmutativo en general, es decir, A x B #
B x A, ya que los pares (a,b) y (b,a) son diferentes.

e El producto cartesiano no es asociativo en términos de estructura, ya que
el orden de agrupacion de los pares influye en la forma de los elementos:

(Ax B)x C#Ax(BxC).

En (A x B) x C, cada elemento tiene la forma ((a,b), ¢), mientras que en
A x (B x (), cada elemento tiene la forma (a, (b, ¢)). Aunque las agrupa-
ciones difieren, ambos conjuntos contienen las mismas combinaciones de
elementos y, por lo tanto, son isomorfos. E]

e Si A y B son finitos, entonces el nimero de elementos en A x B es el
producto del nimero de elementos en A y B:

[Ax B| =|A]-|B|.

1.5 Propiedades de Operaciones de los Conjuntos

A continuacion, se enuncian propiedades que se desprenden de las operaciones en-
tre conjuntos. Estas propiedades permiten simplificar y reestructurar expresiones
matematicas de manera mas eficiente.

= Conmutatividad: El orden en que se consideran los conjuntos no altera el
resultado de la unién ni de la interseccion:

AUB=BUA, ANnB=BnNA.
Esto asegura que las operaciones son simétricas.

= Asociatividad: Al combinar varios conjuntos mediante unién o interseccién,
el agrupamiento de los conjuntos no afecta el resultado:

(AUB)UC =AU (BUC), (ANB)NC=AN(BNO).

De forma que es posible omitir paréntesis cuando evaluamos expresiones de
unién o interseccion.

= Leyes de De Morgan: Estas leyes establecen relaciones entre las operaciones
de union, interseccion y complemento. Para dos conjuntos:

(AUB)® = A°NB°, (ANB)° = A°UB".

LEl término isomorfo se refiere a una correspondencia biunfvoca (bijeccién) entre dos estructuras
que preserva las propiedades relevantes. En este caso, aunque las agrupaciones de los pares difieren,
ambas estructuras representan las mismas combinaciones de elementos.

Apunte de Cdtedra 4 IN3141 - Probabilidades



1. Teoria Basica de Conjuntos 5

Para una familia arbitraria de conjuntos {A;}icr, se generalizan como:
(U Ai> =45, (ﬂ A,-) =4
iel iel iel iel

= Distributividad: La interseccion distribuye sobre la unién, y la union distri-
buye sobre la interseccion:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

De forma de que se puede reorganizar operaciones entre conjuntos.

1.6 Diagramas de Venn

Las tipos de conjuntos u operaciones anteriores se pueden visualizar mediante dia-
gramas de Venn. Estos diagramas representan conjuntos como regiones en un espacio
cerrado, y las operaciones como relaciones geométricas entre esas regiones, son ttiles
para desarrollar una intuicién visual sobre los conceptos de conjuntos y las relacio-
nes entre ellos. No obstante, su empleo es limitado a fines ilustrativos, ya que no
son adecuados para demostrar propiedades formales ni para extraer conclusiones
generales aplicables a cualquier conjunto.

4

Unién de dos conjuntos  Interseccion de dos conjuntos Complemento de un conjunto

s s s
A B A A Az
Diferencia de conjuntos Conjuntos disjuntos Particién de un conjunto

Figura 1.1: Diagramas de Venn.

Apunte de Cdtedra IN3141 - Probabilidades



2.1

Capitulo 2

Espacios de Probabilidad

La probabilidad es una disciplina matematica que nos permite modelar y compren-
der fenémenos aleatorios e inciertos. A continuacién, se presentaran los conceptos
fundamentales de esta teoria, como los experimentos aleatorios, los espacios muestra-
les, los axiomas y sus diferentes propiedades. Estos principios forman la base sobre
la cual se construye toda la teoria de la probabilidad y sus numerosas aplicaciones.

Espacio Muestral

Un ezperimento aleatorio es un proceso cuyo resultado no puede predecirse con
certeza antes de realizarlo. Por ejemplo, antes de lanzar un dado, no sabemos cudl
sera el nimero que aparecerd. Después de realizar el experimento, el resultado del
experimento aleatorio se conoce y se le llama outcome.

Definicién 2.1 (Espacio Muestral) El conjunto de todos los posibles resultados
de un experimento aleatorio se denomina espacio muestral y se denota por €. Es
el conjunto universo en el contexto de la probabilidad.

Ejemplo:

A continuacién se muestran diferentes experimentos aleatorios y sus espacios mues-
trales.

» Lanzar una moneda: Q = {C, S}, donde C es caray S es sello.

Lanzar un dado: Q ={1,2,3,4,5,6}.

Nimero de iPhones vendidos en un dia: Q ={0,1,2,3,...}.

Ntmero de goles en un partido de fitbol: 2 ={0,1,2,3,...}.

Tiempo de espera para un autobis: 2 = [0, 00).

Posicién de una particula en un intervalo: Q = [0, 1].

Cuando un experimento se realiza varias veces, cada repeticion se denomina un
ensayo. Por ejemplo, en el caso de lanzar una moneda, cada ensayo resulta en cara
o sello. Es fundamental notar que el espacio muestral depende de cémo se defina
el experimento aleatorio y los resultados de interés. Por ejemplo, supongamos que
lanzamos dos monedas y estamos interesados en distintos tipos de eventos:

= Si nos interesa el resultado exacto de cada moneda, el espacio muestral sera:

Ql - {(Ca C)? (07 S)? (Sa C)? (S7 S)}

Apunte de Cdtedra 6 IN3141 - Probabilidades
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2.2

2. Espacios de Probabilidad 7

= Si, en cambio, solo nos importa el niimero total de caras obtenidas, el espacio
muestral sera:

Qg - {O, 1, 2}

Es decir, el espacio muestral cambia dependiendo de qué aspecto del experimento
se considere relevante, observando asi como la teoria de la probabilidad permite
modelar diferentes situaciones de manera adecuada.

Eventos

Un evento es cualquier subconjunto del espacio muestral €2. Puede ser un tnico
resultado o una coleccién de resultados. Por ejemplo, si 2 = {1,2,3,4,5,6}, entonces
el evento A = {2,4,6} representa obtener un nimero par al lanzar un dado.

Ejemplo:

Si lanzamos un dado, algunos eventos posibles son:
= Obtener un niimero impar: A = {1, 3,5}.
» Obtener un nimero mayor a 4: B = {5,6}.

= Obtener un nimero divisible por 2: C' = {2,4,6}.

Medida de Probabilidad

En matemaéticas, el concepto de medida surge como una forma de generalizar la no-
cion de tamano o cantidad, que puede aplicarse a objetos geométricos como longitu-
des, areas y volumenes, y también a conjuntos abstractos. A lo largo de la historia,
este concepto ha evolucionado desde ideas intuitivas hasta definiciones rigurosas.

Por ejemplo, los trabajos de Arquimedes sentaron las bases al vincular el area de

figuras geométricas con proporciones conocidas, mientras que las ideas de Cantor y
Borel introdujeron las primeras nociones formales de medida aplicadas a conjuntos
en la recta real. Finalmente, el desarrollo de la teoria de la medida, impulsado por
Lebesgue, permitié extender estas ideas a conjuntos més complejos y a contextos
infinitos.
Para cuantificar la incertidumbre en experimentos aleatorios, utilizamos una funcién
P(-) llamada medida de probabilidad, que asigna a cada evento un valor real en el
intervalo [0, 1]. Este valor representa la probabilidad de que ocurra dicho evento,
si es cercano a 0, el evento es poco probable; si es cercano a 1, es muy probable.
La medida de probabilidad debe cumplir ciertos principios fundamentales (conocidos
como axiomas de probabilidad), que garantizan que las asignaciones de probabilidad
sean consistentes matematicamente. Estas propiedades permiten describir de manera
metodica la ocurrencia de eventos y son la base para calcular probabilidades en
espacios muestrales discretos y continuos.

Apunte de Cdtedra IN3141 - Probabilidades
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8 2.3. Axiomas de Probabilidad

Axiomas de Probabilidad

La medida de probabilidad P(-) obedece tres principios fundamentales, conocidos
como los Axiomas de Probabilidad:

Definicién 2.2 (Axiomas de Probabilidad)

1. No-negatividad: Para cualquier evento A C (),

P(A) > 0.

2. Normalizacion: La probabilidad del espacio muestral es 1,

P(Q) = 1.

3. Aditividad: Si {A;}$°, es una coleccion de eventos disjuntos (es decir, A;N
A; = () para i # j), entonces:

o (00) - S

\ J

Estos axiomas forman la base tedrica para trabajar con probabilidades de eventos
tanto simples como compuestos, y nos permiten calcular probabilidades de manera
consistente en experimentos aleatorios.

Espacios de Probabilidad

En teoria de la probabilidad, trabajamos con espacios muestrales que pueden ser
finitos o infinitos. En el caso de espacios infinitos, no siempre es posible asignar pro-
babilidades a todos los subconjuntos de €) sin generar inconsistencias. Por ejemplo,
intentar asignar probabilidades directamente a cada subconjunto podria contradecir
ciertos principios fundamentales de la probabilidad, los cuales se describiran mas
adelante.

La o-dlgebra resuelve este problema al definir una clase (es decir, un conjunto
de conjuntos) que incluye tinicamente los eventos sobre los cuales se pueden reali-
zar operaciones entre los conjuntos como la unién, interseccion y complemento de
manera consistente. Esta clase garantiza que la medida de probabilidad esté bien
definida y que las asignaciones de probabilidad respeten los axiomas fundamentales,
permitiendo asi construir un espacio de probabilidad coherente.

Intuitivamente, bajo el contexto de la teoria de la probabilidad una o-algebra
es una coleccién de todos los eventos relevantes para el experimento a los que nos
interesa asignarle probabilidad. Incluye el conjunto vacio y esta cerrada bajo ope-
raciones como la union, interseccion y complemento, lo que asegura que cualquiera
de estas operaciones entre eventos dentro de la o-dlgebra produce un nuevo evento
que también pertenece a ella, garantizando asi la consistencia matematica.

En base a lo argumentado anteriormente, es posible construir un espacio de
probabilidad coherente, que proporciona la estructura necesaria para trabajar con
eventos y asignar probabilidades de forma consistente, asi, se presenta la definicion

Apunte de Cdtedra IN3141 - Probabilidades



2.5

2. Espacios de Probabilidad 9

formal de un espacio de probabilidad.

~N

Definicién 2.3 (Espacio de Probabilidad) Un espacio de probabilidad es la
tripleta (2, F,P), donde:

= (2 es el conjunto de todos los posibles resultados (espacio muestral).
= F es una o-algebra, que contiene los eventos definidos sobre (2.

= P es una medida de probabilidad que asigna a cada evento de F un valor en
[0,1].

- J

Estos axiomas aseguran que las probabilidades asignadas a los eventos en la o-
algebra sean consistentes con las operaciones entre conjuntos y respeten las reglas
fundamentales de la teoria de la probabilidad.

Propiedades de la Probabilidad

A partir de los axiomas y la definicién de espacio de probabilidad, se derivan varias
propiedades ttiles que nos permiten analizar relaciones entre eventos y simplificar
el calculo de las probabilidades:

= Probabilidad del Complemento: La probabilidad de que un evento no ocu-
rra (A°) es igual a uno menos la probabilidad de que ocurra (A). Intuitivamen-
te, dado que A y su complemento A° son mutuamente excluyentes (disjuntos)
y juntos abarcan todo el espacio muestral, sus probabilidades deben sumar 1:

P(A%) = 1 — P(A).

» Probabilidad del Vacio: El vacio () representa la imposibilidad absoluta,
es decir, no contiene ningun resultado del espacio muestral. Por lo tanto, la
probabilidad de que no ocurra algtiin elemento del espacio muestral es cero:

P(0) = 0.

= Monotonia: Si un evento A esta contenido dentro de otro evento B, significa
que siempre que ocurra A, también ocurrira B. Por esta razon, la probabilidad
de A no puede ser mayor que la de B:

AC B = P(A) < P(B).

= Probabilidad de la Diferencia: La diferencia entre dos eventos, denotada
como A\ B, representa los resultados que estan en A pero no en B. Su proba-
bilidad se calcula restando la probabilidad de la intersecciéon de A y B de la
probabilidad de A:
P(A\ B) =P(A) —P(AN B).

Intuitivamente, esto refleja que al eliminar de A los resultados que comparte
con B, obtenemos solo los resultados exclusivos de A.
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10 2.6. Ley Discreta Uniforme

= Principio de Inclusién-Exclusiéon: Este principio permite calcular la pro-
babilidad de la unién de dos eventos A y B, teniendo en cuenta la interseccién
entre ellos. La féormula para dos eventos es:

P(AUB)=P(A) +P(B) —P(AN B).

Para una familia arbitraria de eventos { A; }icr, el principio de inclusién-exclusion
se generaliza de la siguiente manera:

P (U AZ») = > (-pVIHp (ﬂ Aj> .

iel 0£JCI jet
Esto es equivalente a, para n eventos Aq, Ao, ..., A,, se tiene que:
n n n
P (U Al) = P(A)-) PANA))+ Y P(ANANA)—.. +(-1)"'P (ﬂ AZ-) .
=1 =1 1<j 1<j<k =1

2.6 Ley Discreta Uniforme

El célculo de probabilidades se simplifica considerablemente cuando los eventos de
un experimento aleatorio son equiprobables. En estos casos, la probabilidad de un
evento se obtiene simplemente contando los casos favorables y dividiéndolos entre el
nimero total de casos posibles.

( A

Definicién 2.4 (Ley Discreta Uniforme) Si un espacio muestral finito €2
contiene N = |Q2| resultados igualmente probables, la probabilidad de un evento
A C Q se calcula como:

P(A) = %.

& J

La ley discreta uniforme se aplica a espacios muestrales finitos, donde el cédlculo de
probabilidades se reduce a contar elementos, y todos los resultados tienen la misma
probabilidad. Por lo tanto, es crucial contar correctamente tanto los elementos de A
como los de €.

2.6.1 Espacios Infinitos Contables

En algunos casos, el espacio muestral puede ser infinito y aun asi conservar la propie-
dad de equiprobabilidad. Por ejemplo, consideremos el conjunto de ntiimeros enteros
Z. Si queremos calcular la probabilidad de que un niimero tomado al azar sea par,
podemos definir el subconjunto de nimeros pares en {—N, ..., N} como:

A={ke{-N,...,N}|k =2m, m € Z}.

La probabilidad de seleccionar un numero par se calcula como el limite de la pro-
porcion de ntimeros pares sobre el total de elementos en el espacio muestral:

A
P(nimero par) = A}eréo |{—N’ | NI
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El nimero de nimeros pares en {—N,..., N} es |N/2] + 1, ya que cada niimero
par en este rango puede representarse como 2m con m € {—|N/2],...,|N/2|}, Sin
embargo, para valores grandes de N, | N/2] se aproxima a N/2. Ademds, el tamano
total del espacio muestral es 2N + 1. Por lo tanto:

N +1
P(ntimero par) = ]\}im 2N—:— T
—00

Simplificando y dividiendo numerador y denominador por N, obtenemos:

I+5 1

P(ntimero par) = lim = —.

( par) = lim_ 7+ L3

Sin embargo, si el subconjunto A que nos interesa tiene cardinalidad finita mientras
que || = oo, entonces la probabilidad de A seré:

Al Al
P(A) = — = lim ——— =
( ) |Q| N—oo 2N + 1
Esto ocurre porque, en un espacio infinito contable, cualquier subconjunto finito o
con una cardinalidad menor que la de {2 tendra probabilidad cero.

Espacios Infinitos No Contables

Cuando el espacio muestral es infinito y no contable, como el intervalo [0, 1], el
concepto de equiprobabilidad cambia. Aqui, las probabilidades no se basan en el
conteo, sino en la medida de Lebesgue, que asigna longitudes, areas o voliimenes a
los subconjuntos del espacio.

Por ejemplo, si queremos calcular la probabilidad de seleccionar un punto es-
pecifico, como x = 0,5, aunque un punto tiene longitud nula, podemos aproxi-
mar su probabilidad considerando un intervalo pequeno alrededor de 0,5, como
[0,5 —€,0,5 + €]. La probabilidad de este intervalo es proporcional a su longitud:

P([0,5 —€,0,5 4 €]) = 2e.
Al tomar el limite cuando € — 0, obtenemos:

P({0,5}) = ll_r:% 2¢ = 0.

Esto muestra que, en un espacio continuo, los puntos individuales siempre tienen
probabilidad cero, ya que su “tamano” segin la medida de Lebesgue es nulo.

Por otro lado, la probabilidad de un segmento dentro del intervalo [0, 1], como
[a,b] con 0 < a < b <1, se calcula directamente a partir de su longitud:

P([a,b]) =b— a.

Esto evidencia que, aunque los puntos tienen probabilidad cero, los subconjuntos
con extensién positiva (como segmentos) pueden tener probabilidades no nulas.
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Capitulo 3

Probabilidad Condicional e Indepen-
dencia

. Qué sucede cuando obtenemos nueva informacién sobre un experimento aleatorio?
., Como cambia la probabilidad de un evento si sabemos que otro ya ha ocurrido? ;Y
qué pasa si los eventos no se afectan entre si? Estas preguntas nos llevan al estudio
de la probabilidad condicional, la cudal permite “reformular” las probabilidades de un
evento en funcién de informacion adicional. A lo largo de este capitulo, exploraremos
su definicién, sus propiedades y los teoremas fundamentales que nos ayudaran a
comprender las relaciones entre eventos en distintos contextos.

Probabilidad Condicional

Definicién 3.1 (Probabilidad Condicional) Sean A y B eventos del mismo
espacio muestral. La probabilidad condicional de A dado B, denotada P(A|B), se

define como: P(AN B)
IP(A|B) = W, Cuando P(B) > 0

- J

La intuicién detrés de la probabilidad condicional radica en que, al saber que el
evento B ha ocurrido, debemos restringir nuestra atencién al conjunto B, ya que
todos los resultados fuera de él son irrelevantes. En este nuevo espacio muestral
reducido, para que ocurra el evento A, el resultado debe pertenecer a A N B.

Sin embargo, al trabajar en un espacio muestral reducido, necesitamos redefinir
las probabilidades de manera que cumplan con los principios fundamentales, en
particular que la probabilidad total del espacio reducido sea 1. Esto se logra mediante
un proceso de “normalizacién”, en donde dividimos P(ANB) entre P(B), asegurando
que la probabilidad de B en este nuevo espacio sea P(B|B) = 1, garantizando asi que
este nuevo espacio de probabilidad reducido cumpla con los axiomas de probabilidad.

Es importante senalar que P(A|B) no esta definida cuando P(B) = 0, ya que no
tendria sentido hablar de la probabilidad de A condicionado a un evento que nunca
ocurre.

Ejemplo:
Supongamos que lanzamos un dado justo. El espacio muestral es:

Q=1{1,2,3,4,5,6}.

Sea el evento A: “Obtener un nimero par”, y B: “Obtener un niimero mayor que
3”7, definidos como:
A=1{2,4,6}, B=1{4,5,6}.
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La interseccién de ambos eventos es:
AN B = {4,6}.

Dado que el dado es justo y cada resultado tiene la misma probabilidad bajo la ley
discreta uniforme, calculamos:

La probabilidad condicional es entonces:

P(A|B) = % -

olw|o v

Por lo tanto, dado que sabemos que el niimero es mayor que 3, la probabilidad de

2
que sea par es 3.

Propiedades

La probabilidad condicional cumple las mismas propiedades enunciadas en el capitu-
lo anterior, con la diferencia de que las probabilidades estan restringidas al evento
ocurrido. A continuacién, se enuncian algunas de las principales propiedades de la
probabilidad condicional para tres eventos A, B 'y C, con P(C') > 0:

= Complemento: La probabilidad de que no ocurra A, dado que C' ocurre, es:

P(A°|C) = 1 — P(A|C).

= Vacio: La probabilidad del vacio, dado que C ocurre, es siempre cero:

P(0|C) = 0.

= Cota superior: La probabilidad condicional de cualquier evento esta acotada
por 1:
P(A|C) < 1.

= Diferencia de conjuntos: La probabilidad condicional de A excluyendo B,
dado C es:
P(A\ B|C) =P(A|C) — P(AN B|C).

= Unién de eventos: La probabilidad condicional de la uniéon de dos eventos
Ay B, dado C, es:

P(AU B|C) = P(A|C) + P(B|C) — P(AN B|C).

= Monotonia: Si A C B, entonces la probabilidad condicional de A, dado C,
es menor o igual que la de B:

P(A|C) < P(B|C).
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Independencia de Eventos

Definicién 3.2 (Independencia) Dos eventos A y B son independientes si y
solo si:
P(ANB)=P(A)-P(B).

La intuicién detréas de la independencia de eventos radica en determinar si el conoci-
miento de que el evento B ha ocurrido influye en la probabilidad del evento A. Dos
eventos A y B se consideran independientes cuando la ocurrencia de B, es decir,
disponer de esta informacion adicional, no altera la probabilidad de A. En términos
de probabilidad condicional, esto se puede escribir de la siguiente forma:

P(A|B) = P(A).

Al reorganizar esta expresién utilizando la definicién de probabilidad condicional,
obtenemos la condicién de independencia:

P(AN B)

p(5) ~ PAIB) <= B(ANB) =P(AB) F(B) = P(4) - F(B).

Esta igualdad nos dice que, para eventos independientes, la probabilidad de que
ambos ocurran simultaneamente se calcula simplemente multiplicando sus probabi-
lidades individuales. Es importante destacar que, si P(B) = 0, no es posible evaluar
la independencia, ya que la probabilidad condicional P(A|B) no estéd definida en este
caso. Intentar analizar la independencia bajo esta condiciéon conduciria nuevamente
a una contradiccion, pues estariamos considerando un evento que nunca ocurre.

Ejemplo:

Consideremos el experimento de lanzar dos monedas. El espacio muestral es:
Q= {<C7 C)> (C? S)’ (Sa C), (S, S)}7

donde C' representa cara y S sello.
Sea el evento A: “La primera moneda muestra cara”, y B: “La segunda moneda
muestra cara”. Estos eventos se definen como:

A= {<C>C)7(C>S)}’ B = {(C,C),(S, O)}

Bajo la ley discreta uniforme, cada resultado en € tiene probabilidad }1. Calculamos
las probabilidades:

Verificamos la independencia de A y B:
1 1
IP(AHB):Z, P(A)-P(B)zﬁ.

Como P(AN B) =P(A) - P(B), concluimos que A y B son independientes.
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Independencia de una Cantidad Arbitraria de Eventos

La definicién de independencia puede extenderse a una cantidad arbitraria de even-
tos. Para un conjunto de n eventos {Aj, As, ..., A, }, decimos que son independientes
si se cumplen todas las siguientes condiciones:

» Para cada par de eventos A;, A;, con 7 # j:

» Para cada tripleta de eventos A;, A;, Ay, con i # j # k:

P(A; N A; N Ay) = P(A;) - P(A,) - P(Ay).

» Para el conjunto completo de n eventos:

Por ejemplo, consideremos tres eventos A, B y C. Decimos que estos eventos son
independientes si se verifican las siguientes cuatro condiciones:

P(AN B) =P(A)-P(B), P(ANC)=P(A)-P(C), P(BNC)=PB)- PC),
P(ANBNC) =P(A)-P(B)-P(C).

Es fundamental senalar que no basta con que se cumplan algunas de estas condicio-
nes. Por ejemplo, podrian darse casos en los que A, B y C' sean independientes a
pares, es decir:

P(ANnB)=P(AP(B), P(BNC)=P(B)PC), PANC)=PAPC),
pero no se cumpla la condicién conjunta:
P(ANBNC)=PA)PB)PC).

En este caso, los eventos A, B y C' no son independientes.

De igual forma, no es suficiente que solo se cumpla la tltima condicién (la in-
dependencia conjunta) si las demds no se verifican. La independencia requiere que
todas las condiciones se cumplan simultaneamente.

Propiedades

Si los eventos A y B son independientes, entonces también se cumple que:
= Ay B¢ son independientes,
= A°y B son independientes,

= A°y B¢ son independientes.
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16 3.2. Independencia de Eventos

Observacién. Si Ay B son disjuntos, si y solo si no son independientes.

Para ver esto consideremos dos eventos A y B, con P(A) # 0y P(B) # 0.
Si A y B son disjuntos, se cumple que:

ANB=0.

Por lo tanto,

P(AN B) = P()) =0.

Sin embargo, si A y B fueran independientes, deberia cumplirse que:
P(AN B) =P(A)P(B).
Como P(A) # 0 y P(B) # 0, tenemos que:
P(A)P(B) > 0.

Esto contradice el hecho de que P(AN B) = 0. Por lo tanto, se concluye que
Ay B no son independientes si son disjuntos.

A partir de las definiciones de probabilidad condicional e independencia, se derivan
diversos teoremas y propiedades que permiten analizar eventos complejos y sus in-
teracciones. A continuacion, se examinaran los resultados que surgen directamente
de la probabilidad condicional y la independencia.

,—[Proposici()n 3.1 } .

Si Ay, Ay, ..., A, son eventos independientes, entonces la probabilidad de la
unién de estos eventos se calcula como:

n

P (CJAZ) = 1—ﬁJP>(A§) =1-JJ-P4)).

g=ll

\. J

Demostracion: Considerando la independencia de los eventos Ay, As, ..., A,. Segin
las leyes de De Morgan, la probabilidad de que ninguno de estos eventos ocurra es
equivalente a la probabilidad del complemento de su unién:

() < (Us)

Dado que los eventos Aj, As, . .., A, son independientes, sus complementos A§, A3, ..., AS
también lo son. Por lo tanto, la probabilidad de la intersecciéon de sus complementos
se puede descomponer como el producto de las probabilidades individuales:

P ((n] Ag) = ﬁP(Ag).

Recordemos que la probabilidad del complemento de un evento se relaciona con la
probabilidad del evento como:

P(AS) = 1 — P(A,).
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Sustituyendo esta relacion en la ecuacién anterior, obtenemos:

e (1) - TTa st

i=1

Finalmente, la probabilidad de la unién de los eventos se calcula como el comple-
mento de la probabilidad de que ninguno ocurra:

P(UA> :1_p<ﬁ,4;>.

Sustituyendo el resultado anterior:

IP’(OAZ) :1—12[(1—P(Ai)).

=1

Regla de la Cadena

En muchos casos, la probabilidad de la interseccion de varios eventos puede re-
sultar dificil de calcular directamente. Sin embargo, es posible descomponer dicha
interseccién mediante una serie de probabilidades condicionales, lo que facilita su
evaluacion.

,—[Teorema 3.1 Regla de la Cadena]

La probabilidad conjunta de varios eventos puede descomponerse en términos
de probabilidades condicionales:

P(A1NAsN...NA,) = P(A))-P(As] A1) P(A3|A1NAs)-. . - P(A,] AN -NAL-1).

Demostraciéon: Utilizaremos la definicién de probabilidad condicional y el hecho
de que la probabilidad conjunta de dos eventos arbitrarios A; y As se expresa como:

P(A; N Ag) =P(Ay) - P(As]Ay).
Ahora extendemos esto al caso de n eventos. Por asociatividad tenemos:
P(AiNAsn---NA,)=P(AiNAsN---NA,_1)NA,).

Aplicando la probabilidad condicional, esto se puede escribir como:
PATNAN---NA,)=PANAN---NA,_1) PAJA NAN---NA,_1).
Repetimos este proceso recursivamente para descomponer P(A; N Ay N---NA,_1):
P(A1NAyN---NA, 1) =P(A))-P(Az|A) - P(A3|A1NAg) - P(A,1|A1N--NA,_2).

Sustituyendo esta expresion en la anterior, obtenemos finalmente:

P(ATNAyN---NA,) =P(A)) - P(Az|A) - P(A3]A1 N Ag) - - P(A|A1 N - N A, ).
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Ley de Probabilidades Totales

La Ley de Probabilidades Totales nos permite calcular la probabilidad de un even-
to descomponiendo el espacio muestral en diferentes subconjuntos que forman una
particion. En esencia, esta ley se basa en dividir un evento B en su interseccién con
cada subconjunto de la particion y luego sumar las probabilidades correspondien-
tes. Es especialmente 1til cuando conocemos como se comporta B bajo diferentes
condiciones o escenarios.

,—[Teorema 3.2 Ley de Probabilidades Totales}

Sea {Ai, Ay, ..., A,} una particion del espacio muestral (2. Para cualquier
evento B:

P(B)= 3 B(BNA) = 3 B(BI4) - B(4).

Demostracién: Consideremos la particion de Q, {A;, As, ..., A,} v que cualquier
evento B C () puede expresarse como la unién disjunta de sus intersecciones con los
AZ'I

B=(BNA)U(BNA)U---U(BNA,).

Por el axioma de aditividad de la probabilidad, se tiene que:

n

P(B) =P <U(B N Ai)> = iP(B NA).

i=1
Finalmente, utilizando la definiciéon de probabilidad condicional, sabemos que:
P(B N A;) = P(B[A;) - P(A;).

Sustituyendo esto en la suma anterior, obtenemos:
P(B) =) P(B|A;) - P(A).
i=1

Ejemplo:

Supongamos que una persona toma un tren desde tres posibles estaciones (A, Ay, A3),
con las siguientes probabilidades:

P(4;) =05, P(Ay) =03, P(43) =02

Ademas, la probabilidad de que llegue a tiempo (B) depende de la estacién desde
donde parte:

P(B|A;) = 0,8, P(B|As) =0,6, P(B|A3)=0,09.
Aplicando la Ley de Probabilidades Totales, calculamos:
P(B) =P(B|A;) - P(A)) + P(B|Ay) - P(As) + P(B|A3) - P(A3).
Sustituyendo los valores:

P(B)=0,.8-0,540,6-0,3+40,9-0,2=0,76.
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Teorema de Bayes

El Teorema de Bayes nos permite recalcular la probabilidad de un evento después de
obtener nueva informacién. Comenzamos con una probabilidad inicial (probabilidad
a priori) y, al incorporar datos adicionales que afectan el evento, ajustamos esa
probabilidad para obtener una estimacién mas precisa. Es especialmente 1til en
situaciones donde disponemos de informacién parcial o condicional sobre el evento
en cuestion.

,—[Teorema 3.3 Teorema de Bayes]

La probabilidad condicional de un evento A dado B es tal que:

P(B|A) - P(A)
P(B)

P(A|B) = con P(B) > 0.

Donde:

» P(A) Probabilidad a priori (prior). Es la probabilidad inicial del evento A
antes de considerar la nueva informacién B.

» P(B|A) Verosimilitud (likelihood). Es la probabilidad de observar B bajo la
suposicién de que A ocurre.

» P(B) Evidencia (evidence). Es la probabilidad total de B, considerando todos
los escenarios posibles.

» P(A|B): Probabilidad a posteriori (posteriori). Es la probabilidad “actualizada”de

A tras incorporar la nueva informacién B.

Demostracion: Por definicién, la probabilidad de A dado B es:

P(AN B)

B(AIB) = 5

con P(B) > 0.

De manera similar, podemos expresar la probabilidad conjunta P(AN B) en términos
de B dado A:
P(AN B) =P(BJA) - P(A).

Sustituyendo esta tltima ecuacion en la definicién de P(A|B), obtenemos:

P(B|A) - P(A)

P(AIB) = ==

Teorema de Bayes para una Particion

Si el evento B puede ocurrir bajo distintas condiciones representadas por una par-
ticién del espacio muestral Q, denotada como {Hy, Hs, ..., H,}, entonces, segin la
Ley de Probabilidades Totales, se tiene:

P(B) = > P(BIH;) - P(H,).
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Sustituyendo esta expresion en la férmula del Teorema de Bayes, obtenemos:

_ P(B|Hy) - P(Hy)
P(Hi|B) = S p(Bkwi) -IPIEHZ-)’

donde Hj es uno de los eventos de la particion.

Ejemplo:
Supongamos que el 1% de la poblacién tiene una enfermedad (A), y una prueba
médica tiene un 99 % de precisién, es decir:

P(B|A) = 0,99, P(A) = 0,0L.

Por otro lado, la probabilidad de obtener un falso positivo (B|A€¢) también es del
1 %:
P(BJA¢) = 0,01.

Queremos calcular la probabilidad de que una persona esté enferma dado que la
prueba resulté positiva (A|B). Aplicamos el Teorema de Bayes:
B|A) - P(A)

P(B)

P(AB) =

Primero calculamos P(B) usando la Ley de Probabilidades Totales:
P(B) =P(B|A) - P(A) + P(BJA°) - P(A°).
Sustituyendo los valores:
P(B)=10,99-0,01 +0,01-0,99 = 0,0198.

Ahora sustituimos todo en el Teorema de Bayes:

0,99-0,01 _

B(A|B) = <ot ~ 05

Esto indica que, aunque la prueba es altamente precisa, la probabilidad de que una
persona esté enferma, dado que obtuvo un resultado positivo, es del 50 %.

Independencia Condicional

Dos eventos A y B son independientes si la ocurrencia de uno no afecta la proba-
bilidad de que ocurra el otro. La independencia condicional por su parte evalia la
relacion de independencia entre dos eventos A y B bajo la condicién de que un tercer
evento C' haya ocurrido. En este contexto, decimos que A y B son independientes
condicionalmente dado C' si el conocimiento de A no altera la probabilidad de B
dentro del marco en que C' es cierto, y viceversa.

Definicién 3.3 (Independencia Condicional) Dos eventos A y B son inde-
pendientes condicionalmente dado C' si:

P(AN B|C) = P(A|C) - B(B|C), con P(C) > 0.
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La definicién anterior se puede deducir a través de la definiciéon de probabilidad
condicional e independencia. Si A es condicionalmente independiente de B dado el
evento C, la probabilidad de A dado que ocurrié B y C es:

P(A|B,C) = P(A|C).
Luego, por definiciéon de probabilidad condicional:

P(AN B|C)

P(AIB.C) = 5 g

Asi, se obtiene finalmente que:
P(AN B|C) =P(A|B,C) - P(B|C) =P(A|C) - P(B|C).

Propiedades

Si A y B son condicionalmente independientes dado C', entonces:

P(ANB)NC)=P(ANC)-P(BN(C).

Observacién. A partir de esta ultima expresion, y recordando la definicién de
independencia, es importante tener en cuenta lo siguiente:

= La independencia condicional entre A y B dado C implica que, dentro del
contexto en el que C ocurre, los eventos A y B no se afectan mutuamente.
Sin embargo, esto no significa que A y B sean independientes sin considerar
la condicién de que no haya ocurrido el evento C'.

= De manera similar, el hecho de que A y B sean independientes sin la condi-
cién de algin evento previo, no garantiza que lo sean cuando se condicionan
al evento C.
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Capitulo 4

Principio de Conteo

El calculo de probabilidades en espacios muestrales finitos esta profundamente ligado
a los principios de conteo, que nos permiten contar de manera metddica los posibles
resultados de un experimento. El principio de conteo se basa en un enfoque de “divide
y venceras”, en el que el conteo se divide en etapas mediante el uso de un arbol.
Dependiendo de la naturaleza del problema, el conteo puede variar segiin diversos
factores, como si el orden de los elementos es relevante o si se permite la repeticion.

Estos principios nos permiten aplicar la ley discreta uniforme de manera correcta,
ya que el calculo de probabilidades a menudo se reduce a determinar el tamano del
evento de interés y el del espacio muestral. A lo largo de este capitulo, exploraremos
diversas formas de conteo, como las permutaciones y combinaciones, y su papel en
el calculo de las probabilidades.

En problemas de conteo, es fundamental tener una terminologia precisa para
evitar ambigiiedades. A continuacién, presentamos conceptos que se utilizaran mas
adelante:

= Muestreo: El muestreo consiste en seleccionar elementos de un conjunto. Al
realizar un muestreo al azar, todos los elementos del conjunto tienen la misma
probabilidad de ser seleccionados.

= Con o sin reemplazo: Cuando realizamos multiples extracciones de un con-
junto:

e Si cada elemento extraido es devuelto al conjunto antes de la siguiente
extracciéon, hablamos de muestreo con reemplazo. En este caso, es posible
que un mismo elemento sea seleccionado varias veces. Por ejemplo, si
A = {ay,a9,a3,a4} y seleccionamos tres elementos con reemplazo, un
posible resultado es (ag, ay, as).

e Si los elementos seleccionados no se devuelven al conjunto, hablamos
de muestreo sin reemplazo. En este caso, cada elemento solo puede ser
seleccionado una vez.

= Ordenado o no ordenado: Si el orden en el que se seleccionan los elementos
es relevante (es decir, (a1, as, az) # (az, as, ay)), se trata de muestreo ordenado.
Por otro lado, si el orden no importa, se denomina muestreo no ordenado.

De acuerdo a lo anterior, al hablar de muestreo podemos clasificarlo en las siguientes
cuatro combinaciones:

= Muestreo ordenado con reemplazo.

= Muestreo ordenado sin reemplazo.
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= Muestreo no ordenado con reemplazo.
» Muestreo no ordenado sin reemplazo.

A continuacion exploraremos mas sobre cada uno de estos conceptos y su aplicacion.

Principios Combinatoriales

Los principios combinatorios son conceptos en el conteo de estructuras discretas. Nos
permiten determinar de manera eficiente el niimero total de configuraciones posibles
en un problema, evitando la necesidad de contar caso por caso. Entre estos princi-
pios se encuentran el principio de adicion, el principio del palomar y el principio
multiplicativo, cada uno aplicable en diferentes contextos.

El principio de adicion establece que si una tarea puede realizarse de m maneras
y otra tarea, mutuamente excluyente, puede realizarse de n maneras, entonces el
numero total de formas de realizar una de ellas es m + n. Este principio es ttil
cuando existen opciones alternativas y el resultado final proviene de elegir una entre
varias opciones disjuntas. Por ejemplo, si tenemos 3 maneras de elegir un libro de
matematicas y 5 maneras de elegir un libro de fisica, y solo podemos elegir uno de
los dos, entonces tenemos un total de 3 +5 = 8 opciones.

Por otro lado, el principio del palomar (también llamado principio de Dirichlet)
establece que si se distribuyen més objetos que compartimentos, entonces al menos
un compartimento debe contener mas de un objeto. Un ejemplo clésico es el de
los casilleros: si tenemos 10 estudiantes y solo 9 casilleros disponibles, al menos un
casillero debe ser compartido por dos estudiantes. Este principio es especialmente 1til
en demostraciones de existencia y en problemas de teoria de niimeros y combinatoria
avanzada.

En este capitulo, nos enfocaremos en el principio multiplicativo, ya que es un
método fundamental en el conteo y en la determinacién de espacios muestrales.

Principio Multiplicativo

El Principio Multiplicativo nos permite determinar el nimero total de resultados
posibles en experimentos compuestos, donde cada experimento tiene un conjunto
finito de resultados. Formalmente, se define como:

'd \
Definicién 4.1 (Principio Multiplicativo) El nimero total de resultados po-

sibles de r experimentos sucesivos se calcula multiplicando el ntimero de resultados
posibles de cada experimento:

My Mo ... TNy.
- J

Este se aplica cuando realizamos varios experimentos sucesivos, cada uno con un
conjunto de posibles resultados. Proporciona una manera directa de contar el niime-
ro total de combinaciones posibles multiplicando el niimero de resultados de cada
experimento.

El producto cartesiano nos permite describir explicitamente estas combinaciones
en términos de pares, trios o r-tuplas de resultados. Formalmente, dado que el primer
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experimento tiene un conjunto de resultados S; y el segundo tiene S, el producto
cartesiano se define como:

Sy X Sy = {(81,82) | S1 € Sl, So € 52}

Para r experimentos, el producto cartesiano generaliza esta idea al generar todas
las r-tuplas posibles:

SlXSQX---XST:{(Sl,SQ,...,ST)|81€Sl,82652,...,STEST}.

La cardinalidad del producto cartesiano, es decir, el nimero de r-tuplas genera-
das, coincide con el niimero total de resultados que se obtienen bajo el Principio
Multiplicativo:

|S1 X Sg X -+ x Sp| = |Sy|- |9+ |5,

Ejemplo:

Supongamos que lanzamos dos dados. El conjunto de posibles resultados para cada
dado es S = Sy = {1,2,3,4,5,6}. El producto cartesiano genera el conjunto de
todos los pares ordenados:

S1 xSy ={(1,1),(1,2),...,(6,6)}.
La cardinalidad de este conjunto es:
|51 XSQ| =6-6=36.

Es decir, el Principio Multiplicativo nos da el nimero total de combinaciones posi-
bles, mientras que el producto cartesiano nos muestra todas esas combinaciones de
manera explicita.

Muestreo Ordenado con Reemplazo

Cuando aplicamos el Principio Multiplicativo en situaciones donde se permiten re-
peticiones, la tarea de contar se simplifica considerablemente.

( A
Definicién 4.2 (Muestreo Ordenado con Reemplazo) Side un conjunto de

tamano n seleccionamos k elementos, permitiendo repeticiones y considerando el
orden, el nimero de secuencias posibles es:

& J

El muestreo ordenado con reemplazo permite seleccionar elementos de un conjunto,
con la posibilidad de repetir un mismo elemento en diferentes posiciones y donde
el orden en que se seleccionan los elementos importa. Esto se refleja en que, para
cada posicién de la secuencia, cualquier elemento del conjunto puede ser elegido
nuevamente.

La expresion n” se deriva de la aplicacién del Principio Multiplicativo. Para
construir una secuencia de k elementos:

k

= Hay n opciones posibles para elegir el primer elemento.
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= Después de cada eleccién, debido a que se permite el reemplazo, también hay
n opciones para el segundo elemento.

= Este proceso se repite k veces, ya que seleccionamos un total de k elementos.
Por lo tanto, el nimero total de secuencias posibles es el producto de n opciones

repetidas k veces:
k

Ejemplo:

Supongamos que tenemos un conjunto S = {a, b, c} de tamano n = 3, y queremos
formar secuencias de longitud k& = 2.

= Para el primer elemento, podemos elegir entre a, b, c.

= Para el segundo elemento, nuevamente podemos elegir entre a, b, ¢, ya que se
permite el reemplazo.

Las secuencias posibles son:
{(a,a),(a,b), (a,¢), (b,a), (b,0), (b, ), (¢, a), (¢, b), (¢, ¢)}.

En total, hay 3 -3 = 32 = 9 secuencias posibles.

Muestreo Ordenado sin Reemplazo

Al aplicar el Principio Multiplicativo en situaciones donde no se permiten repeticio-
nes, el conteo se ajusta para reflejar que cada eleccion reduce las opciones disponibles
para las siguientes.

( A\

Definicién 4.3 (Muestreo Ordenado sin Reemplazo) Side un conjunto de
tamano n seleccionamos k elementos sin permitir repeticiones y considerando el
orden, el numero de secuencias posibles es:

n!
n-n—1)---(n—k+1)=——— = P.

(n—k)!

. J

En el muestreo ordenado sin reemplazo, seleccionamos elementos de un conjunto
sin repetir ninguno, y el orden de seleccién importa. Esto significa que, a medida
que seleccionamos cada elemento, las opciones disponibles disminuyen porque no se
permite volver a elegir el mismo elemento.

La expresion n- (n —1)----- (n — k + 1) puede entenderse como:

= Para el primer elemento, hay n opciones posibles.

= Para el segundo elemento, quedan n — 1 opciones, ya que el primer elemento
no puede volver a ser seleccionado.

= Para el tercer elemento, hay n — 2 opciones, y asi sucesivamente.

= Esto continia hasta que se han seleccionado k elementos.
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Por lo tanto, el nimero total de secuencias es:
n-n—1)-...-(n—k+1).
Esta expresién puede escribirse de forma compacta utilizando factoriales:

n!

(n—k)

es decir el nimero de permutaciones de k elementos seleccionados de un conjunto
de n elementos.

Ejemplo:

Supongamos que tenemos un conjunto S = {a, b, ¢, d} de tamano n = 4, y queremos
formar secuencias de longitud k = 2:

= Para el primer elemento, hay 4 opciones: a, b, ¢, d.

= Para el segundo elemento, quedan 3 opciones, ya que no se permite repetir el
primer elemento.

Las secuencias posibles son:

{(a,b),(a,c), (a,d), (b,a), (b,c), (b,d), (c,a), (c,b), (¢, d), (d, a), (d, ), (d; c)}.
En total, hay 4 - 3 = 12 secuencias posibles, que se calcula como:

44321
4-2)0 2.1 7

Muestreo no Ordenado sin Reemplazo

Cuando el orden de seleccién no importa y no se permiten repeticiones, no podemos
simplemente aplicar el Principio Multiplicativo. En este caso, necesitamos contar las
selecciones unicas, ignorando las permutaciones de los elementos seleccionados.

' N\
Definicién 4.4 (Muestreo no Ordenado sin Reemplazo) Si de un conjunto
de n elementos seleccionamos k elementos sin considerar el orden y sin permitir
repeticiones, el nimero de combinaciones posibles es:

(1) =5

. J

El muestreo no ordenado sin reemplazo, también conocido como combinatoria, tiene
como objetivo seleccionar subconjuntos de tamano k£ de un conjunto de n elementos,
donde el orden no importa y no se permiten repeticiones.

La expresién (Z), conocida como coeficiente binomial, cuenta el nimero de formas
en que se pueden elegir k elementos de n posibles. Para entender la intuicién de dicha

formula consideremos lo siguiente:

» Si el orden importara, el nimero de formas de elegir k elementos serfa n- (n —
1)---(n—k+1), lo que equivale a (nf—'k),
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Sin embargo, cuando el orden no importa, cada subconjunto de k elementos
puede aparecer en k! disposiciones diferentes, ya que hay k! formas de permutar
los k elementos. Por ejemplo, el subconjunto {a, b, c} puede representarse de
las siguientes maneras si el orden importara: (a, b, ¢), (a, ¢, b), (b,a,c), (b, c,a),
(c,a,b),y (c,b,a), lo cual da un total de 3! = 6 disposiciones.

Para evitar esta redundancia en el conteo, dividimos entre k!, que es el niimero
de permutaciones posibles de los k elementos seleccionados. Asi, eliminamos
las repeticiones y contamos cada subconjunto una sola vez, obteniendo la ex-

presion:
n\ n!
k) (n—k)k!

Ejemplo:

Supongamos que tenemos un conjunto S = {a, b, ¢, d} con n = 4 elementos y desea-
mos elegir £ = 2 elementos. Las combinaciones posibles son:

{a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d}, {c,d}.

El ntdimero total de combinaciones es:

4y 4l _43_
2)  (4-2)120 2.1 7

4.4.1 Propiedades

Simetria: Elegir k£ elementos de un conjunto de n es equivalente a no elegir
los otros n — k elementos. Es decir, las combinaciones que incluyen £ elementos
son exactamente las mismas que las que excluyen n — k:

n\ n

k) \n—k)
Suma de combinaciones: La suma de todas las combinaciones posibles de
un conjunto de tamano n, considerando todos los tamanos posibles de subcon-

juntos (k = 0,1,...,n), equivale al nimero total de subconjuntos de n. Esto
corresponde al cardinal del conjunto potencia de n, que es 2":

> ()

El resultado también puede ser deducido del desarrollo del Teorema del Bino-
mio de Newton.

Relacién de recurrencia: Si agregamos un nuevo elemento a un conjunto de
tamano n, las combinaciones de tamano k41 pueden formarse de dos maneras:

e Incluyendo el nuevo elemento (k + 1 elementos provienen del conjunto
previo de tamano k).

e Excluyendo el nuevo elemento (k+ 1 elementos provienen de un conjunto
previo de tamano k + 1).
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Esto se expresa como:
n+1 n n
= + .
kE+1 k+1 k
» Identidad de Vandermonde: Si combinamos un conjunto de tamano m y
otro de tamano n, las combinaciones de tamano k en el conjunto total pueden

formarse seleccionando ¢ elementos del primero y k — ¢ del segundo, con 1%
variando desde 0 hasta k. Esto se escribe como:

(") -2 (6

Cuando dividimos un conjunto de n elementos en varios grupos de tamanos especifi-
cos, necesitamos calcular de cuantas maneras podemos distribuir los elementos sin
que se repitan. Este problema generaliza el concepto de combinaciones.

Coeficiente Multinomial

( A
Definicién 4.5 (Coeficiente Multinomial) Si de un conjunto de n elementos

formamos r grupos de tamanos ni,ns,...,n, sin repeticiones tal que se cumple
que ) ,.pn; = n, entonces el nimero de maneras posibles es:

< ) ) :
N1, Moy ..y Ny ni!ng! - n,!

& J

El coeficiente multinomial es una generalizacién del coeficiente binomial y cuen-
ta de cuantas maneras se pueden distribuir n elementos en r grupos de tamanos
ni, N, ...,Nn,, respetando que el orden dentro de cada grupo no importa. La expre-

sion es:
( n
niy,No, ...

ny+neg+--+n, =n.

n!
) mlngl-onl’

donde se cumple que:

Para deducir dicha expresion, supongamos que tenemos n elementos distintos y
queremos dividirlos en r grupos de tamanos ny,ns,...,n,. Para entender como se
calcula el nimero de distribuciones 1inicas, analicemos paso a paso:

» Inicialmente, podemos permutar los n elementos de todas las formas posibles.
Esto da lugar a n! maneras, ya que consideramos todas las posibles ordenacio-
nes de los elementos.

= Sin embargo, dentro de cada grupo, el orden de los elementos no importa. Por
ejemplo, si un grupo contiene los elementos { A, B}, las permutaciones { A, B}
y {B, A} se cuentan como la misma distribucién. Por lo tanto, debemos dividir
n! entre el nimero de permutaciones posibles dentro de cada grupo:

n;!  para cada grupo i.
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= En total, debemos dividir n! entre el producto de los factoriales de los tamanos
de los grupos:
nyl - ng! - n,l

Esto elimina las repeticiones dentro de los grupos y asegura que cada distri-
bucién tnica se cuente solo una vez.

= Por lo tanto, el nimero de distribuciones unicas es:

( n ) n!
N1, N2y y Ny ni!ng!---n,!

Es decir, primero consideramos todas las posibles formas de ordenar los n elementos.
Luego, eliminamos las permutaciones redundantes dentro de cada grupo, lo que nos
lleva a contar tinicamente las distribuciones distintas.

Ejemplo:

Sin = 5 elementos deben ser distribuidos en tres grupos de tamanos n, = 2, ny = 2
y ng = 1, la cantidad de distribuciones posibles es:

5\ 5
2,2,1) 212111

51=120, 21=2, 1l=1.

5 120 120
(501) S0y

Calculando:

Sustituyendo:

2.21)  2.2-1 4

Esto indica que hay 30 formas de distribuir los 5 elementos en tres grupos de tamanos
2,2y 1.

Muestreo no Ordenado con Reemplazo

Cuando seleccionamos elementos de un conjunto, permitiendo repeticiones y sin im-
portar el orden, el problema se traduce en contar cuantas formas distintas podemos
repartir K elementos entre n categorias. Este tipo de conteo se resuelve utilizando
un elemento combinatorio conocida como el principio de estrellas y barras.

( A
Definicién 4.6 (Muestreo no Ordenado con Reemplazo) El nimero de

formas de seleccionar K elementos de un conjunto de n categorias, permitiendo
repeticiones y sin considerar el orden, o bien, La cantidad de posibles soluciones
al problema

$1+I2+"'+$n:K
r; >0Vie{l, ---n}

()R
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Este tipo de muestreo se puede interpretar como un problema de distribuciones
equivalentes, donde buscamos distribuir K objetos indistinguibles en n categorias
distintas.

Para visualizar esta idea, podemos imaginar que cada categoria esta separada
por una barra vertical. Por ejemplo, si n = 3 y K = 4, una posible distribucién de
los objetos se representa asi:

Distribucién: e e| e |e

Esto indica que la primera categoria tiene 2 elementos, la segunda tiene 1, y la
tercera también tiene 1. Cada distribucién de este tipo corresponde a una forma
unica de asignar los K elementos entre las n categorias.

oo | o | o

~

x1=2 xo=1 xr3=1
En este contexto, el problema se reduce a organizar K elementos (e) y n — 1 sepa-
radores (|), lo que da un total de K + n — 1 objetos, es decir, K + n — 1 posibles
posiciones para organizar los elementos. Elegir K posiciones para los elementos in-
distinguibles equivale a determinar las posiciones de las barras o separadores. Por
lo tanto, el nimero total de configuraciones se calcula como:

()

Esto se relaciona directamente con el coeficiente binomial, ya que estamos contando
las formas de elegir K posiciones para los elementos (e) dentro de un conjunto
de K +n — 1 posibles posiciones. Las posiciones restantes estaran necesariamente
ocupadas por los separadores (), los cuales dividen los elementos en categorias y
determinan cuantos elementos pertenecen a cada una.

Ejemplo:

Supongamos que queremos formar grupos de 4 personas seleccionadas de 3 categorias
posibles, permitiendo que una categoria tenga mas de una persona o incluso ninguna.
El niimero de configuraciones posibles es:

1)

Calculando:
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Capitulo 5

Variables Aleatorias Discretas

A menudo es necesario asignar valores numéricos a los resultados de un experimento
aleatorio para facilitar su analisis y comprension. Por ejemplo, consideremos una
carrera de Formula 1 como un experimento aleatorio. Podriamos estar interesados
en diversas métricas numeéricas relacionadas con la carrera, como el tiempo total
de carrera de cada piloto, el numero de vueltas completadas, la posicién final, la
velocidad méaxima alcanzada, o incluso la cantidad de paradas en boxes realizadas.
Cada una de estas medidas numéricas proporciona informacién especifica sobre el
resultado del experimento aleatorio, permitiendo un estudio més detallado de los
datos generados por la carrera. Estos valores se definen mediante variables aleatorias,
las cuales representan matematicamente los resultados del experimento.

En este capitulo, nos centraremos en las variables aleatorias discretas, que toman
un conjunto finito o contable de valores. Este tipo de variables es 1til para modelar
situaciones en las que los resultados posibles pueden enumerarse, como el nimero
de caras obtenidas al lanzar una moneda varias veces o la cantidad de clientes que
llegan a una tienda en una hora.

Exploraremos su definicién formal, sus propiedades y las medidas asociadas, co-
mo la esperanza y la varianza, ademas de analizar distribuciones discretas comunes.
A través de este estudio, podremos describir y predecir comportamientos en sistemas
con resultados discretos.

Variable Aleatoria

Las variables aleatorias permiten representar de forma cuantitativa resultados abs-
tractos o categodricos asociados a experimentos aleatorios, facilitando su andlisis y
manipulacién matematica. Estas se asocian a valores numéricos, ya que esto permite
utilizar algunas medidas que se veran a continuacién como la funcién de masa de
probabilidad (PMF), la funcién de distribucién acumulada (CDF) y otras.

( A

Definicién 5.1 (Variable Aleatoria) Una variable aleatoria es una funcién que
asigna un valor numérico a cada resultado posible de un experimento aleatorio.
Formalmente:

X :Q—=R,

donde 2 es el espacio muestral del experimento.

\ J

En este texto, adoptaremos la convencion de utilizar letras mayusculas para denotar
las variables aleatorias (X, Y, Z) y letras minusculas para los valores especificos que
estas pueden tomar (x,y, z).
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Rango

El rango de una variable aleatoria describe todos los valores que dicha variable
puede asumir con probabilidad no nula. Este concepto es fundamental para entender
la distribucion de una variable, ya que delimita el conjunto de posibles resultados
numéricos que pueden observarse en un experimento aleatorio.

Definicién 5.2 (Rango) El rango de una variable aleatoria X es el conjunto de
valores posibles que puede tomar y se denota como:

Rx ={x e R|P(X =z) > 0}.

Por ejemplo, al lanzar un dado podemos definir una variable aleatoria X que tome
el valor de la cara obtenida, entonces:

Q={1,2,3,4,56}, Rx=1{1,2,3,4,5,6}.

De forma similar, al lanzar una moneda podriamos definir una variable aleatoria Y
con los valores:

RY - {07 1}7

donde Y = 1 representa “cara” y Y = 0 representa “sello”.

Variable Aleatoria Discreta

Podemos diferenciar las variables aleatorias en dos categorias principales: aquellas
cuyos valores pueden contarse y aquellas que no. Las primeras son conocidas como
variables aleatorias discretas. Estas variables son ideales para modelar situaciones
en las que los resultados son cuantificables, como el nimero de clientes que visitan
una tienda, los defectos en una linea de produccién, o el nimero de éxitos en una
serie de intentos.

Definicién 5.3 (Variable Aleatoria Discreta) Una variable aleatoria discreta
X es aquella variable aleatoria cuyo rango Rx es un conjunto contable, es decir,
un conjunto finito o infinitamente numerable.

Las variables aleatorias discretas se emplean para modelar situaciones donde los po-
sibles resultados del experimento pueden listarse de manera explicita. Esto permite
asignar probabilidades especificas a cada valor del rango, lo que facilita el analisis
de eventos y el célculo de probabilidades.

El hecho de que el rango sea contable permite describir completamente la distri-
bucién de X mediante una funcién de probabilidad, que asigna a cada valor posible
x la probabilidad P({X = z}).

Ejemplo:

Supongamos que contamos el niimero de llamadas recibidas en una central telefénica
en una hora. Definimos X como el nimero de llamadas. Aqui, el rango es:

Ry ={0,1,2,3,...}.

Este conjunto es contable, por lo que X es una variable aleatoria discreta.
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Funciéon de Masa de Probabilidad (PMF)

Cuando trabajamos con variables aleatorias discretas, es esencial describir cémo se
distribuyen sus valores posibles. Para ello, utilizamos la funcion de masa de proba-
bilidad (PMF), que asigna a cada valor z € Rx la probabilidad de que la variable
aleatoria X tome dicho valor.

N\

Definicién 5.4 (Funcién de Masa de Probabilidad) Sea X una variable
aleatoria discreta con rango Rx = {x1,3,3,...}, donde Ry es un conjunto
finito o contablemente infinito. La funcidn de masa de probabilidad (PMF, por
sus siglas en inglés) de X se define como:

Px(x) =P(X =z), V€ Ry.

. J

La PMF asigna una probabilidad a cada valor posible que puede tomar la variable
aleatoria X . Formalmente, es una medida de probabilidad definida en el conjunto de
valores Ry, que satisface los axiomas y propiedades de un espacio de probabilidad.

Aunque la PMF se define habitualmente para valores en el rango, a veces es
conveniente extender la PMF de X a todos los nimeros reales. Si = ¢ Rx, podemos
escribir simplemente Px(z) = P(X = z) = 0. Por lo tanto, se tiene que:

Py(x) P(X =x) size€ Rx
l’ =
X 0 de lo contrario

Rango

Si X es una variable aleatoria discreta, su rango Ry es un conjunto numerable de
valores donde la funcion de masa de probabilidad es positiva:

Rx = {x | Px(z) > 0}.

Propiedades

Como mencionamos anteriormente, la PMF es una medida de probabilidad, por lo
que algunas de las propiedades que veremos a continuaciéon pueden resultar eviden-
tes. Sin embargo, es importante mencionarlas.

= No negatividad:
OSP)(<£IZ')§1, VZ'ERX

Esto refleja que una probabilidad no puede ser negativa ni superar el valor de
1, ya que mide una proporcién dentro del espacio muestral.

= Suma total de probabilidades:

Asi, asegura que la suma de todas las probabilidades asociadas a los valores
posibles de X cubra todo el espacio muestral.
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= Probabilidad en subconjuntos: Para cualquier conjunto A C Rx:

P(X € A) =) Px(x).

z€EA

De esta forma, se permite calcular la probabilidad de que X tome valores en
un subconjunto particular del rango, sumando las probabilidades individuales.

Ejemplo:

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero obtenido al lanzar un dado
justo. Su rango es Ry = {1,2,3,4,5,6}, y la PMF esta dada por:

1
Px(x) = g bara cada r € Rx.

De modo que cada resultado tiene la misma probabilidad, dado que el dado es justo.

Funcién de Distribucién Acumulada (CDF)

La funcién de masa de probabilidad (PMF) describe c6mo se distribuyen los valores
de una variable aleatoria discreta, asignando una probabilidad especifica a cada valor
posible. Sin embargo, en muchos casos necesitamos una representacion que acumule
estas probabilidades para describir cémo se distribuyen en conjunto los valores de la
variable aleatoria. Aqui es donde entra en juego la funcion de distribucion acumulada

(CDF).

Definicién 5.5 (Funcién de Distribucién Acumulada) La funcidn de distri-
bucion acumulada (CDF) de una variable aleatoria X se define como:

Fx(x)=P(X <z), VreR

La intuicién detrés de la CDF radica en que, en lugar de asignar probabilidades a
valores puntuales, acumula las probabilidades de que la variable aleatoria tome un
valor menor o igual a cierto umbral. En otras palabras, la CDF mide cuan probable
es que la variable esté “hasta” o “antes” de un valor especifico en su dominio. Esto
proporciona una descripcion global de la distribucién de probabilidades, mostrando
toda la informacién relevante sobre cémo se comporta la variable aleatoria en el
intervalo considerado.

Propiedades

» Monotonia: Fx(x) es una funcién no decreciente, lo que significa que si z1 <
Tg, entonces Fy(x1) < Fx(xg).

Este comportamiento se debe a que Fx(x) acumula probabilidades. Al aumen-
tar x, se incorporan mas valores del rango de X, haciendo que la probabilidad
acumulada nunca disminuya.

s Limites en el infinito:

lim Fx(z)=1 y lim Fx(z)=0.

r—r—+00 T——00
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El limite superior asegura que la probabilidad acumulada abarque todo el
rango de X, alcanzando el valor total de 1.

Por otro lado, el limite inferior indica que, para valores muy pequenos de x, no
se ha acumulado probabilidad significativa, ya que todavia no hemos alcanzado
ningin valor probable del rango.

= Relacion con la PMF': Para una variable aleatoria discreta, la probabilidad
de que X tome un valor especifico x puede determinarse a partir de la CDF
mediante:

Px(z) = Fx(z) — Fx(a7),
donde F'x(z~) representa el limite de la CDF por la izquierda, definido como:
FX(.T_) = lim Fx(t>
t—x—

Para valores discontinuos de la CDF (caracteristica de variables discretas), la
diferencia entre Fx(x) y Fx(x~) corresponde exactamente a Px(z).

Ejemplo:

Consideremos una variable aleatoria X que representa el niimero de caras obtenidas
al lanzar dos monedas. El espacio muestral es:

Q={(CC),(CS),(SC),(S,S)}.
El rango de X es Rx = {0, 1,2}, con la PMF:

1 o
7 sizx=0,

Px(x) = % siz=1,
1o
1 six = 2.

La CDF de X se calcula acumulando las probabilidades:

0 six <0,
0+1=1 sio<z<l,

Fx(z) = Lol _3 ¢§i1<gp<?
4 "2 4 - ’
%+}1:1 six > 2.

Esperanza

El valor esperado de una variable aleatoria X es una medida de tendencia central
que describe el promedio ponderado de los valores posibles de X, donde cada valor
esta ponderado por su probabilidad de ocurrencia. Intuitivamente, la esperanza re-
presenta el “promedio” de los resultados de un experimento aleatorio si se repite un
gran numero de veces.

'd \
Definicién 5.6 (Esperanza) La esperanza (o valor esperado) de una variable
aleatoria discreta X, denotada por E[X] o p, se define como:
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La expresion de la esperanza surge al combinar los valores que puede tomar X con sus
probabilidades asociadas. Cada valor x € Rx contribuye al promedio en proporcion
a la probabilidad de que ocurra, Py (x). Este concepto es til en una variedad de
contextos, como evaluar el rendimiento esperado de una inversién, calcular el tiempo
promedio de espera en una cola, o estimar el pago esperado en un juego de azar.

Ejemplo:

Si lanzamos un dado justo, los valores posibles de X son Rx = {1,2,3,4,5,6} con
probabilidades iguales Px(z) = &. El valor esperado serfa:

6
1 1+42+3+4+5+6
EX]=) z--= . =

3.5.

=1
Esto indica que, aunque ningtin lanzamiento puede dar 3,5, este es el promedio que
esperariamos si lanzamos el dado muchas veces.
Propiedades

= Linealidad: La esperanza de una combinacién lineal de variables es igual a
la combinacion lineal de sus esperanzas:

E[aX +bY]| = aE[X] + bE[Y], para constantes a,b € R.
s Independencia: Si X y Y son independientes, entonces la esperanza del

producto es el producto de las esperanzas:

E[XY]=E[X]-E[Y].
» Transformaciones: Para una funcién g(X), la esperanza de g(X) se calcula

| Elg(x)] = 3 g(@) - Px(a).

Esto permite calcular la esperanza de transformaciones de X, como X2 o eX.

Observacion.

» La esperanza no siempre coincide con un valor que X pueda tomar.

Esto es comun, por ejemplo, en variables discretas como el lanzamiento
de un dado, donde el promedio esperado 3,5 no es un resultado posible,
pero describe el comportamiento agregado de multiples repeticiones del
experimento.

» Podria darse el caso que E[X] = 4o0.

Por ejemplo sea X una variable aleatoria discreta tal que, X = 2" con
probabilidad Px(2") = 27", donde n es un entero positivo (n > 1).

Notar que:
Px(2") = 27" = =1.

DO [

N |=
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Por lo tanto, Px(x) es una funcién de probabilidad, ahora, calculemos
el valor esperado de X:

E[X] = iw Py (2") = izn S i 1.
n=1 n=1 n=1

Dado que esta serie diverge (suma infinitos unos), concluimos que:

E[X] = co.

Varianza

La varianza de una variable aleatoria X mide como se dispersan los valores de X
alrededor de su esperanza. Es decir, cuantifica qué tan alejados estan, en promedio,
los valores de X de su valor esperado E[X]. Una varianza pequena indica que los
valores estan concentrados cerca de la esperanza, mientras que una varianza grande
refleja mayor dispersion.

Definicién 5.7 (Varianza) La varianza de una variable aleatoria X, denotada
por 0% o Var(X), est4 definida como:

Var(X) = E[(X — E[X])2.

La varianza calcula el promedio del cuadrado de las desviaciones de los valores de
X respecto a su esperanza. De esta forma, se evita que las desviaciones positivas y
negativas se cancelen, ya que eleva al cuadrado las diferencias antes de promediarlas.
Asi, Var(X) refleja la magnitud general de las desviaciones, independientemente de
su signo.

Proposicién 5.1 }

La varianza puede ser expresada mas convenientemente como:

Var(X) = E[X?] — E[X]?.

Demostraciéon: La varianza de una variable aleatoria X se define como:
Var(X) = E[(X — E[X])?.
Expandemos el cuadrado en el interior de la esperanza:
E[(X — E[X])?] = E[X? - 2X - E[X] + E[X]?.

Ahora, aplicando la linealidad de la esperanza, descomponemos la esperanza término
a término:

Var(X) = E[X?] - 2E[X - E[X]] + E[E[X]2].

Observemos que E[X -E[X]] = E[X]-E[X], ya que E[X] es una constante. Asimismo,
E[(E[X])?] = (E[X])? por la misma razén. Por lo tanto, la expresion se simplifica a:

Var(X) = E[X?] — 2E[X]? + E[X]?
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Simplificando los términos, obtenemos la formula estandar de la varianza:
Var(X) = E[X?] — E[X].
Propiedades
s Escalamiento lineal: Si X se escala linealmente como aX + b, entonces:

Var(aX + b) = a? Var(X).

El término b no afecta la varianza, ya que desplazar X no altera la dispersién,
mientras que a amplifica o reduce la varianza segin su magnitud.

= Independencia: Si X y Y son independientes, la varianza de su suma es la
suma de sus varianzas:

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Esto muestra que, en variables independientes, las dispersiones se combinan
de forma aditiva.

Ejemplo:

Sea X una variable aleatoria que representa el resultado del lanzamiento de un dado

justo. Entonces:

1
Rx ={1,2,3,4,5,6}, Px(x)= 6

La esperanza es:
6
1
EX| = - —=3,5.
[X] ; e
Luego, se tiene que:

1 12422432 4+424524+62 91

6 6 6

Finalmente, la varianza se calcula como:

Var(X) = E[X?] - E[X]* = = — (3,5)* = —.

Desviacion Estandar

La desviacion estandar es una medida de dispersion que indica, en promedio, qué tan
lejos estan los valores de una variable aleatoria respecto a su esperanza. A diferencia
de la varianza, la desviacién estandar se encuentra en las mismas unidades que la
variable aleatoria, lo que facilita su interpretacion en un contexto practico.

Definicién 5.8 (Desviacién Estandar) La desviacion estdndar, denotada por

ox, se define como:
SD(X) =/ Var(X).
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Como se mencionaba, mientras que la varianza mide la dispersién como un promedio
de las desviaciones cuadraticas, la desviacion estandar nos devuelve una medida en
la escala original de los datos, siendo mas directa de interpretar. Por ejemplo, si
una variable X representa la altura en centimetros, su desviacion estandar también
estara en centimetros.

Observacién. La desviacién estandar no es aditiva como la varianza. Para va-
riables independientes X y Y:

SD(X +Y) # SD(X) + SD(Y).

Ejemplo:
Si Var(X) = 16, entonces:
SD(X) = V16 = 4.

Otras Medidas de Tendencia Central

Coeficiente de Variaciéon

El coeficiente de variacién (CV) es una medida relativa de la dispersién, expresada
como la proporcién entre la desviacion estandar y la esperanza de una variable
aleatoria. Se utiliza para comparar la variabilidad de diferentes variables, incluso
cuando tienen magnitudes o escalas diferentes.

Definicién 5.9 (Coeficiente de Variacién) El coeficiente de variacién se define
como:

~ SD(X)
- EX]

CV(X)

El CV mide la dispersion relativa de los valores en funcion de su media. Por ejemplo,
Si CV(X) = 0,1, la dispersion es del 10 % de la media. Mientras que si CV(X) = 1,
la dispersion es igual a la media.

El CV es particularmente 1til cuando se comparan variables en diferentes escalas
o unidades, ya que elimina el efecto de la magnitud absoluta.

Ejemplo:
Si SD(X) =4 y E[X] = 20, entonces:

4

Distribuciones Discretas Conocidas

Las distribuciones discretas conocidas son modelos probabilisticos que nos permiten
describir y analizar fenémenos aleatorios en diferentes contextos. Cada una de estas
distribuciones surge de situaciones especificas, como experimentos con resultados
dicotémicos, conteos de eventos, o seleccion de elementos de una poblacion.
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Distribucién Bernoulli

( A\

Definicién 5.10 (Distribucién Bernoulli) La distribucion Bernoulli modela
un experimento dicotémico, es decir, un experimento con dos posibles resultados
numéricos: 1 para éxito (con probabilidad p) y 0 para fracaso (con probabilidad

1—p).

» Funcién de Masa de Probabilidad (PMF):

P stz =1,
Px(z) =
x(@) {1—p six =0,

donde x € {0,1} y 0 <p < 1.

» Funcién de Distribucién Acumulada (CDF):

0 six <0,
Fx(z)=q1—p si0<z<1,
1 siz > 1.

La distribucién Bernoulli es util para modelar situaciones donde solo hay dos posibles
resultados. Algunos ejemplos incluyen:

» Lanzar una moneda justa (p = 0,5).

» Determinar si un cliente realiza una compra (p es la probabilidad de éxito, es
decir, de que compre).

» Evaluar si una méquina en una linea de produccién estd operativa (p es la
probabilidad de que funcione correctamente).

,—[Proposicién 5.2 } .

Sea X una variable aleatoria con distribuciéon Bernoulli de parametro p. En-
tonces, la esperanza y la varianza de X estan dadas por:

E[X]=p, Var(X)=p(l-p).

\. J

Demostracién:

» Esperanza: Por definicién, si X ~ Bernoulli(p), entonces X toma el valor 1
con probabilidad p y el valor 0 con probabilidad 1 — p. Asi tenemos que:

E[X]=1-P(X =1)+0-P(X = 0) = p.

» Varianza: La varianza de X se define como:

Var(X) = E[X?] — (E[X])*.
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Primero, calculamos E[X?]. Dado que X? = X para una variable de tipo
Bernoulli, se tiene que:
E[X?] = E[X] = p.

Ahora, sustituimos en la férmula de la varianza:

Var(X) = E[X?] — (E[X])* = p —p* = p(1 - p).

Ejemplo:

Supongamos que X representa el resultado de un lanzamiento de moneda, con p =
0,7 para cara. Entonces:

Px(1) =0,7, Px(0)=0,3

La esperanza es:

y la varianza es:

Var(X) =0,7-0,3 =0,21.

5.10.2 Distribucion Geométrica

( N\
Definicién 5.11 (Distribucién Geométrica) La distribucion geométrica mo-

dela el nimero de ensayos necesarios hasta el primer éxito en una secuencia de
ensayos independientes, donde cada ensayo sigue una distribucion Bernoulli con
probabilidad de éxito p.

» Funcién de Masa de Probabilidad (PMF):

Px(k)=1—-p)*'p, k=1,2,3,...,

donde 0 < p < 1.

- J

La distribucién geométrica es util para modelar situaciones en las que se desea contar
el nimero de intentos necesarios para alcanzar un éxito. Ejemplos comunes incluyen:

» Lanzar una moneda hasta que aparezca cara”.
= Contar cuantos clientes visitan una tienda hasta que uno realice una compra.

= Determinar el nimero de intentos necesarios para que un proceso de produc-
cion genere un producto sin defectos.

Propiedades

= Perdida de Memoria: La distribuciéon geométrica es una distribucion con
perdida de memoria, es decir:

PX>k4+m|X >k)=P(X >m).

Esto significa que, dado que atin no hemos tenido éxito después de k intentos,
el proceso comienza de nuevo como si fuera el primer intento.
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,—[Proposicién 5.3 ]

Sea X ~ Geom(p) una variable aleatoria con distribucién geométrica. Enton-
ces, la CDF, la esperanza y la varianza de X estan dadas por:

1—p
=

Fx(k)=1—-(1-p), E[X]= %, Var(X) = 5

donde £k =1,2,3,....

Demostracion:

= CDF: Por definicién, la CDF acumula las probabilidades desde el valor més
bajo posible (X = 1) hasta X = k:

Sustituyendo la funcién de masa de probabilidad (PMF) para la distribucién
geométrica:

k k

Px(i)=(1—-p)""p = Flx)=> (1-p) " p=p-> (1-p""

i=1 =1

k i—1 Ao k=1 i _
La suma ) ;_,(1—p)"~! es una suma geométrica, y recordando que » |, — 1" =
1—rk
1—r?

donde r # 1., asi que:

k

Z(l_p)ifl _ 1 - (1_p)k _ 1_(1_p)k'

C1-(1-p) p

i=1
Sustituyendo en Fx(k), obtenemos:
1—(1—p)

Cancelando p en el numerador y denominador, la CDF para la distribucién
geométrica es:
Fx(k)=1—(1-p)* k=1,2,3,...

» Esperanza: La esperanza de X se define como:

E[X] = i k- Px(k)=> k(1—p)'p.

Sacando p como factor comun, y utilizando la serie geométrica de primer orden

S krkTl = (1_1r)2, para |r| < 1. La esperanza, entonces es tal que:

1

v 1
I—(-pp PP p
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» Varianza: Ya sabemos que E[X] = %. Ahora, debemos calcular E[X?], que se

expresa Ccomo:
=) K1 -p*!
k=1

Sacando p como factor comun, nos queda:

=p) K(1-p*!
k=1

Sabiendo que la suma de una serie geométrica de segundo orden es tal que

© k2ol = (11:3")37 para |r| < 1., tenemos que:

1+(1—-p 2—0p
E[X*] =p- <3 ) -
p p
Finalmente, calculamos la varianza:
Var(X) = [ ] (E[X
1)
p p
p2 TR p2

Ejemplo:
Supongamos que estamos lanzando una moneda con probabilidad de cara p = 0,25.
La probabilidad de que el primer éxito (cara) ocurra en el cuarto lanzamiento (k = 4)
es:

Px(4) = (1 —-0,25)*"1.0,25 = (0,75)* - 0,25 ~ 0,1055.
La probabilidad acumulada de que el primer éxito ocurra en los primeros 4 intentos

es:
Fx(4)=1-(1-0,25)*=1-(0,75)* ~ 0,6836.

Distribucién Binomial

r 2

Definicién 5.12 (Distribucién Binomial) La distribucion binomial modela
el nimero de éxitos en una secuencia de n ensayos independientes, donde cada
ensayo sigue una distribucién Bernoulli con probabilidad de éxito p.

» Funcién de Masa de Probabilidad (PMF):

n

Px (k) = (k>pk(1 —p)" % k=01,...,n,

donde (Z) es el coeficiente binomial y 0 < p < 1.

» Funcién de Distribucién Acumulada (CDF):

Fx(k) = Zk: <7Z>pi(1 )"

1=0
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La distribucién binomial es 1itil para modelar situaciones donde se realizan multiples
experimentos independientes bajo las mismas condiciones. Ejemplos incluyen:

= Contar cuantas veces aparece ¢ara.?l lanzar una moneda n veces.

= Determinar cuantos productos pasan una prueba de calidad en una muestra
de n productos.

» BEvaluar cuantos clientes realizan una compra en una muestra de n visitas a
una tienda.

,—[Proposicién 5.4 ] \

Sea X ~ Binomial(n,p) una variable aleatoria con distribucién binomial.
Entonces, la esperanza y la varianza de X estan dadas por:

E[X] =np, Var(X)=np(l—p).

\. J

Demostraciéon:

» Esperanza: Sea X = ) "  X;, donde cada X; ~ Bernoulli(p) y los X; son
independientes. Por linealidad de la esperanza, se tiene:

ZX] = ZE[XJ = Zp = np.

= Varianza: Como los X; son independientes, la varianza de la suma es la suma
de las varianzas individuales:

E[X]=E

Var(X) =) Var(X;).
i=1
Dado que Var(X;) = p(1 — p), se obtiene:

Var(X) = Zp(l —p) =np(1 - p).

Ejemplo:
Supongamos que lanzamos una moneda justa (p = 0,5) 5 veces y definimos X como
el nimero de caras. La PMF es:
5
Px (k) = (k) (0,5)%(0,5)°%, k=0,1,2,3,4,5.

Algunos valores especificos son:

5
Px(2) = (2) (0,5)%(0,5)* = 10 - 0,03125 = 0,3125.

La esperanza es:
E[X]=5-0,5 =25,

y la varianza es:

Var(X)=5-05-0,5 = 1,25.
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Distribucién Binomial Negativa (o de Pascal)

( N

Definicién 5.13 (Distribucién Binomial Negativa) La distribucion binomial
negativa (también conocida como distribucién de Pascal) modela el nimero de
ensayos necesarios para obtener m éxitos en un experimento donde cada ensayo
es independiente y tiene una probabilidad de éxito p.

» Funcién de Masa de Probabilidad (PMF):

k—1

Peti) = (17}

)pm(l—p)km, k=mm+1m+2,...,

donde (f;_ll) es el coeficiente binomial, k£ es el nimero de ensayos realizados
y0<p<l

» Funcién de Distribucién Acumulada (CDF):

U (o )=

i=m
\ Y,

La distribucién binomial negativa es 1til para modelar situaciones donde se repiten
experimentos independientes hasta que se alcanzan un ntimero fijo de éxitos. Algunos
ejemplos incluyen:

» Contar el nimero de lanzamientos de una moneda hasta obtener un numero
fijo de caras.

» Evaluar cuantos clientes deben visitar una tienda antes de que r de ellos reali-
cen una compra.

» Determinar cudntos intentos de reparacién se necesitan hasta lograr un niimero
determinado de éxitos.

,—[Proposicién 5.5 ] \

Sea X ~ Binomial Negativa(m,p) una variable aleatoria con distribucién
binomial negativa. Entonces, la esperanza y la varianza de X estan dadas
por:

E[X] = %, Var(X) = %.

Demostracion:

= Esperanza: Sea X una variable aleatoria que modela el niimero de ensayos
necesarios para obtener m éxitos en una secuencia de ensayos independientes,
donde cada ensayo tiene una probabilidad de éxito p.

Podemos escribir X como la suma de m variables aleatorias independientes
Y1,Ys, ..., Y, donde cada Y; representa el nimero de ensayos necesarios para
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obtener un éxito, después de haber obtenido los éxitos anteriores. Cada Y;
sigue una distribucién geométrica con parametro p. Por lo tanto, se tiene:

X=Yi+Ys+t - +Y,.

La esperanza de una variable aleatoria con distribucién geométrica Y; ~ Geom(p)
es ElY;] = %. Utilizando la linealidad de la esperanza:

=K Y; IE -—=m-—.
Por lo tanto, la esperanza de X es:

E[X] = %.

» Varianza: Dado que X es la suma de m variables aleatorias independientes
Y1, Y, ..., Y, su varianza es la suma de las varianzas individuales. Cada Y;
sigue una distribucién geométrica con parametro p, cuya varianza es:

I—p

Var(Y;) = p

Aplicando la propiedad de aditividad de la varianza para variables indepen-
dientes:

Var = Var <Z Y) Z Var(Y;) =

Por lo tanto, la varianza de X es:

Var(X) =

Ejemplo:

Supongamos que lanzamos una moneda con probabilidad de cara p = 0,5. Queremos
calcular la probabilidad de que el quinto éxito ocurra en el séptimo lanzamiento. Aqui
m =25y k=7. Usamos la PMF:

Px(7) = @ (0,5)°(0,5)% = @ 0.5
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Distribucién Hipergeométrica

( A
Definicién 5.14 (Distribucién Hipergeométrica) La distribucion hiper-
geométrica modela el nimero de elementos favorables en una muestra de tamano
n extraida sin reemplazo de una poblacién finita de N elementos, donde K de
ellos poseen una caracteristica especifica.

» Funcién de Masa de Probabilidad (PMF):
(i) Cik)
(W)

donde (]X ) es el coeficiente binomial.

Px (k) = k =méx(0,n+ K — N),...,min(K,n),

» Funcién de Distribucién Acumulada (CDF):

. J

La distribucion hipergeométrica es 1til en situaciones donde se selecciona una mues-
tra sin reemplazo de una poblacién finita, lo que introduce una dependencia entre
los resultados. Ejemplos comunes incluyen:

= Seleccionar una muestra de productos de un lote para determinar cudntos son
defectuosos.

= Extraer cartas de una baraja sin reposicion y contar cuantas son de un palo
especifico.

= Seleccionar estudiantes de una clase donde ciertos alumnos cumplen un criterio
especifico (por ejemplo, aprobar un examen).

,—[Proposicién 5.6 ] \

Sea X ~ Hipergeométrica(N, K,n) una variable aleatoria con distribucién
hipergeométrica. Entonces, la esperanza y la varianza de X estan dadas por:

N

E[X]=n- & Var(X):n-%-( K)%:’f

Demostracion:
= Esperanza: Definamos variables indicadoras X; para cada elemento en la

muestra, donde X; = 1 si el i-ésimo elemento cumple la condiciéon favorable y
0 en caso contrario. La variable X se expresa como:

X = z": X;.
=1
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La esperanza de X es:

E[X]=E

Z Xi] = ZE[XZ-].

La probabilidad de que cualquier elemento de la poblacion cumpla la condicién
es K. Por lo tanto, E[X;] = £, y se tiene:

" K K
E[X] = —=n—.
[X] ZN ne o

= Varianza: Dado que el concepto de covarianza atin no ha sido presentado, la
demostracion de esta expresion serd realizada posteriormente.

Ejemplo:
Supongamos que en un aula hay 30 estudiantes (N = 30), de los cuales 12 son

mujeres (K = 12). Si seleccionamos al azar a 5 estudiantes (n = 5), la distribucién
hipergeométrica describe la probabilidad de que k£ de ellos sean mujeres:

() (%)
(5)

Py (k) = k=0,1,...,5.

5.10.6 Distribucién Poisson

( )\
Definicién 5.15 (Distribucién Poisson) La distribucion Poisson modela la

cantidad de eventos que ocurren en un intervalo fijo de tiempo o espacio, bajo las
siguientes condiciones:

= Los eventos ocurren de forma independiente entre si.

La tasa media de ocurrencia es constante, igual a A > 0.

No ocurren dos eventos al mismo tiempo.

Funcién de Masa de Probabilidad (PMF):

7AAk
PX(k):ek! L k=0,1,2,...

Funcién de Distribucién Acumulada (CDF):

k

Felk) =3 & N

7!
i=0
. J

La distribucion Poisson es 1til para modelar situaciones donde se cuentan eventos
en un periodo o area, como:

= El nimero de llamadas recibidas por un centro de atencién en una hora.

= La cantidad de clientes que llegan a una tienda en un dia.
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,—[Proposicién 5.7 ]

Sea X ~ Poisson(\) una variable aleatoria con distribucién Poisson. Enton-
ces, la esperanza y la varianza de X estan dadas por:

E[X] =X, Var(X)=\

= El nimero de errores en una pagina de texto.

Demostraciéon:

» Esperanza: Por definicién, la esperanza de X es:

> —A)\k

:ik-PX(k):Zk-e
k=0 k=0

Realizando un cambio de indice en la serie, se obtiene:
[e's] ) .
)\k 1 M\
7/\ E = )\67)\ E —'
=0 7

Ahora por definicién del niimero e como serie exponencial, se tiene que > >~ =0 ], =

e*. Asi finalmente:
E[X] = de et = \.

» Varianza: La varianza de X se define como:
Var(X) = E[X?] — (E[X])%

Sabemos que E[X] = \. Ahora, procedemos a calcular E[X?]. Por definicién,
tenemos:
It

Para simplificar este célculo, utlhzamos la descomposicién k? = k(k — 1) + k,
lo que nos permite dividir la expresién en dos términos:

\ e )\k > )\k
2/{;(/{:— 1)E+;kH .

Utilizando el hecho de que el denominador son factoriales, y ademas sacando
convenientemente factores de A para cada sumatoria, se tiene que:

E[XQ]:G_)‘ (Azi _2 +)\§: 21 )

Notamos que al hacer un cambio de indices obtenemos la definicién del niimero
e como serie exponencial:

E[X? = (Ne+Xe) =X+ A

Finalmente, calculamos la varianza:

Var(X) = E[X%] — (E[X])? = (A2 + ) = A2 =\
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Ejemplo:

Supongamos que el nimero promedio de clientes que llegan a un restaurante es A\ = 5
por hora. La probabilidad de que lleguen exactamente 3 clientes en una hora es:
e®-5  e?.125

Px@®) =3 =%

,—[Proposicién 5.8 ]

La suma de dos variables Poisson X; ~ Poisson(A;) y Xs ~ Poisson()\y) es
también una variable Poisson:

X1 + X5 ~ Poisson(A; + Ag).

Demostracion: Sean X; y X5 dos variables aleatorias independientes con distri-
buciones Poisson de parametros A\; y Ao, respectivamente. Queremos demostrar que
X = X 4+ Xj sigue una distribucién Poisson con parametro A\ = A\; + Ay. Para ello,
calcularemos la funcién de masa de probabilidad (PMF) de X.
La probabilidad de que X = k se puede obtener sumando sobre todos los posibles
pares (k1, ko) tales que ky + ky = k:
k
P(X =k)= Y P(Xi =k, Xy =k— k).
k1=0
Debido a la independencia de X; y X5, esta probabilidad se puede descomponer en
el producto de las probabilidades individuales:

k1=0
Sabemos que las PMFs de X; y X5 son:
e M\ e~ \i—h
PX,=k)=—1, PXo=k—k)=—"2—.
(X0 =) ky! (X2 1) (k—kp)!
Sustituyendo estas expresiones en la suma, obtenemos:
)\k1 )\k k1
P(X = —(A1t+A2)
< >

El término dentro de la suma es equivalente a una expansién del binomio (A + Ao)*.
Aplicando el teorema multinomial, obtenemos:

i M O+ )t
ol (k — Fy)! Ko

Sustituyendo este resultado, se tiene:
6*(A1+)\2)()\1 + )\2)19
k!

La PMF obtenida corresponde a la de una variable Poisson con parametro A\ =
A1 + Aq. Por lo tanto:

P(X =k) =

X + Xy ~ Poisson(A; + Ap).
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Teorema Limite de Poisson

El Teorema Limite de Poisson establece que, bajo ciertas condiciones, la distribuciéon
binomial se aproxima a la distribuciéon Poisson. Esto ocurre cuando el nimero de
ensayos n es grande, la probabilidad de éxito p es pequena, y el producto np = A
se mantiene constante. Esta propiedad es valiosa en contextos donde modelamos
eventos raros, como defectos en una linea de produccion, llamadas a un centro de
atencién o fallas en un sistema técnico.

La aproximacion es ttil en la teoria de decisiones bajo incertidumbre, curso que
se aborda en el siguiente semestre, y en modelos estocésticos, como el proceso de
Poisson, donde se estudian la ocurrencia aleatoria de eventos en intervalos de tiempo
0 espacio.

r—[Teorema 5.1 Teorema Limite de Poisson} \

Sea X ~ Bin(n, p), una variable aleatoria binomial con n ensayos y probabi-
lidad de éxito p = %, donde A > 0 es un valor fijo. Entonces, para cualquier
ke€{0,1,2,...}, se cumple que:

) n\ (A" M\ "TF ek
mew=() () (-7) -

\. J

Demostracion: Sea la funcion de masa de probabilidad de la distribucién binomial:

= ()G 00 i () ()

Queremos calcular el limite de esta expresién cuando n — oo, manteniendo A = np
constante. Comenzamos factorizando y reagrupando los terminos:

, , n! AN\ A\
aim Pe(k) = lim o5 (E) (1 - E)

N n! LA nk
= oo (n—k‘)!nk( _ﬁ) '

Analizando cada uno de los factores se tiene que:

n! ~nn—1)(n—-2)---(n—k+1) 1 2 kE—1

(n —k)lnk nk :1(1_5)(1_5)--'(1— "

).

Cuando n — oo y k es fijo, este cociente tiende a 1. Finalmente, analizamos el factor

(-
PRI

Ahora por definicién, sabemos que cuando n — oo por definicién (1 — %)n = e,

ademas, dado que k es fijo, el término adicional (1 — %)_k tiende a 1. Sustituyendo
todos estos resultados en la expresion original, obtenemos:

. Ay
lim Px (k) e
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Capitulo 6

Variables Aleatorias Continuas

En el capitulo anterior, estudiamos variables aleatorias discretas, que toman valores
en un conjunto numerable, asignando a cada punto del conjunto una probabilidad
positiva. Sin embargo, cuando se trabaja con variables aleatorias que pueden asumir
valores en un conjunto no numerable, como los nimeros reales en un intervalo, la
situacién cambia de manera fundamental. Este es el caso de las variables aleato-
rias continuas, las cuales requieren un enfoque distinto para definir y obtener sus
probabilidades.

A lo largo de este capitulo, exploraremos las propiedades de estas variables,
asf como conceptos tales como la funcién de densidad de probabilidad (PDF), el
calculo de momentos y algunas de las distribuciones continuas més conocidas. Estos
conceptos son esenciales en la modelizacién de fendmenos donde los resultados no
se limitan a valores discretos, como en mediciones fisicas continuas (peso, tiempo,
temperatura) o en procesos estocasticos.

Variable Aleatoria Continua

Las variables aleatorias continuas se caracterizan por su capacidad de tomar cual-
quier valor dentro de un intervalo real. La probabilidad de que una variable aleatoria
continua X tome un valor exacto es siempre cero:

P(X =2)=0, VxeR.

Este hecho surge porque, en un conjunto no numerable, si cada punto tuviera una
probabilidad positiva, la suma total de probabilidades seria infinita, lo que violaria
el axioma de normalizacion. Por lo tanto, el calculo de probabilidades se basa en
intervalos y no en valores puntuales. En este contexto, el concepto de funcién de
distribucién acumulada (CDF) juega un papel central.

Definicién 6.1 (Variable Aleatoria Continua) Una variable aleatoria conti-
nua X es aquella cuya funcién de distribucién acumulada (CDF) Fx(z) es conti-
nua para todo x € R.

Ejemplo:

Supongamos que medimos el tiempo que transcurre entre dos llamadas consecutivas
recibidas en una central telefénica. Definimos X como el tiempo, en minutos, entre
ambas llamadas. Aqui, el rango de X es el conjunto de todos los niimeros reales no
negativos:

RX = [0, OO)

Este conjunto es no numerable, ya que entre cualquier par de valores existe una
cantidad infinita de decimales posibles. Por lo tanto, X es una variable aleatoria
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continua. La probabilidad de que X tome un valor exacto, como X = 3 minutos, es
igual a cero. En cambio, para calcular probabilidades, debemos considerar intervalos,
por ejemplo, la probabilidad de que el tiempo entre llamadas sea entre 2 y 4 minutos:

P(2 < X < 4).

Funcién de Densidad de Probabilidad (PDF)

Dado que no es posible asignar probabilidades a valores puntuales, ya que P(X =
x) = 0 para todo x € R, en su lugar, se utiliza la funcidn de densidad de probabilidad
(PDF, por sus siglas en inglés), la cual describe cémo se distribuye la probabilidad a
lo largo del rango de la variable. La PDF no asigna probabilidades directas, sino que
permite calcular la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor dentro
de un intervalo.

r

Definicién 6.2 (Funcién de Densidad de Probabilidad (PDF)) Sea X una
variable aleatoria continua con funcién de distribucién acumulada absolutamente
continua Fx(z). La funcion de densidad de probabilidad (PDF) de X, denotada
por fx(x), se define como:

. J

= Fy(x), si Fx(x) es diferenciable en z.

Aunque fx(z) no representa directamente una probabilidad, proporciona informa-
cion sobre qué regiones del rango de X son més o menos probables. La PDF también
satisface ciertas propiedades que garantizan que se comporte como una medida vali-
da de probabilidad en los intervalos del rango.

Rango

Si X es una variable aleatoria continua, su rango se define como el conjunto de
nimeros reales donde la funciéon de densidad de probabilidad es mayor que cero:

Rx ={z| fx(x) > 0}.

Propiedades

La funcién de densidad de probabilidad cumple las siguientes propiedades funda-
mentales:

= No negatividad:
fx(x) >0, VreR.

Esto refleja que la densidad de probabilidad no puede ser negativa.

= Area total bajo la curva:

/: Frla)dz = 1.

El area total bajo la curva de la funcién de densidad debe ser igual a 1,
garantizando que se cubra todo el espacio muestral.
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= Probabilidad en un intervalo: La probabilidad de que la variable aleatoria
X tome un valor en un intervalo [a, b] se calcula como:

Pla<X <0b)= /bfx(x)dx.

Esta propiedad nos muestra como calcular probabilidades en variables conti-
nuas, dado que P(X = x) = 0 para cualquier valor puntual z.

= Probabilidades estrictas y no estrictas: Para cualquier a,b € R, se tiene
que:

Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X<bh).
Esta pr

= Probabilidad en subconjuntos: Para cualquier conjunto A C R:

P(X € A) = /A Frla) da.

Esta propiedad generaliza el célculo de probabilidades a cualquier conjunto
medible A, no limitado a intervalos especificos.

Ejemplo:

Supongamos que X es una variable aleatoria que representa el tiempo (en minutos)
que un cliente espera en una fila. Si la PDF de X esta dada por:

1 .
= 81 0<2x<10
x) =< 10 -
Ix(@) {O, en otro caso,

entonces el rango de X es Rx = [0,10]. Para calcular la probabilidad de que el
cliente espere entre 2 y 5 minutos, se realiza la siguiente integral:

5

> 1 1
IP’(2§X§5):/ fe@)de= [ tdr=1.(5-2) =03
, , 10 10

Asi, la probabilidad de que el cliente espere entre 2 y 5 minutos es 0,3 o un 30 %.

Esperanza

En el caso de variables aleatorias continuas, la esperanza se calcula mediante la
funcién de densidad de probabilidad (PDF).

e N
Definicién 6.3 (Esperanza) La esperanza (o valor esperado) de una variable

aleatoria continua X, denotada por E[X] o p, se define como:

BLY) = [ o felo)de

o0

donde fx(z) es la funcién de densidad de probabilidad de X.

- J
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Esta expresion combina los valores que puede tomar X con sus densidades de pro-
babilidad asociadas. El valor x contribuye al promedio en proporcién a fx(z), por
lo que el calculo de la esperanza refleja la distribucién continua de X.

La esperanza de una variable aleatoria continua tiene propiedades anédlogas a las
del caso discreto, por ejemplo, para una funcién g(X), la esperanza de g(X) en el
caso continuo se define mediante la integral de la funcion de densidad de probabilidad
de X:

Elg(x)] = [ " ge) - fule) de.

o0

Ejemplo:

Supongamos que una variable aleatoria X representa el tiempo de espera de un
cliente en una fila, y su funcién de densidad estd dada por:

L §i0<a2<10,
fX(fE):{lo — =

0, en otro caso.

Para calcular el valor esperado de X, realizamos la siguiente integral:

10 1 1 10
E[X]:/ r-—dr=— xd.
AEART) 10 J,

Resolviendo la integral, obtenemos:

Ex] = - 227 1100
10 2], 10 2

Esto indica que el tiempo de espera promedio es de 5 minutos.

Varianza

La varianza de una variable aleatoria continua X se define de la misma manera que
en el caso discreto.

( N
Definicién 6.4 (Varianza) La varianza de una variable aleatoria continua X,

denotada por 0% o Var(X), se define como:

Var(X) = E[(X - E[X)?) - | " (@ — BIX))/x () d,

—0o0

donde fx(z) es la funcién de densidad de probabilidad de X.

\ J

Esta presenta las mismas propiedades a las del caso discreto y también puede ex-
presarse de manera equivalente como Var(X) = E[X?] — (E[X])%.

Ejemplo:

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad:

1 .
=, s10<2x<10
) = 4 10 =+ =%
Ix(@) {O, en otro caso.
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La esperanza de X ya fue calculada en el ejemplo anterior y es E[X] = 5. Ahora,
calculamos E[X?]:

10 1 1 10
E[XQ]:/ - —dr=— 2% dx.
0
Resolviendo la integral:

E[X? = — -

1 (2371 1 1000 100
10 '

Finalmente, la varianza es:

Var(X) =E[X? — (E[X])?= — — 5= — — 25 = —.

Por lo tanto, la varianza de X es 23—5

Otras Medidas de Tendencia Central

Asimetria (Skewness)

La asimetria de una variable aleatoria X es una medida que describe la simetria
o falta de ella en la distribuciéon de X alrededor de su valor esperado. Si la distri-
bucién es perfectamente simétrica, como ocurre en ciertas distribuciones conocidas,
la asimetria es igual a cero. Por el contrario, una asimetria positiva indica que la
cola derecha de la distribucion es mas larga o estd mas dispersa que la izquierda,
mientras que una asimetria negativa sugiere lo opuesto.

( A\

Definicién 6.5 (Asimetria) Sea X una variable aleatoria con esperanza E[X| =
p y varianza Var(X) = 2. La asimetria de X, denotada por Skew(X), se define

)]

& J

Skew(X) =E

La definicién utiliza la desviacién estandar o para estandarizar la variable, y eleva
al cubo las desviaciones para reflejar la direccion del sesgo en la distribucién. Si la
asimetria es positiva, los valores mayores que la media tienen mayor influencia; si es
negativa, los valores menores tienen mayor influencia.

Ejemplo:

Sea X una variable aleatoria con esperanza E[X] = 10, desviacién estdndar o = 2 y
funcién de densidad sesgada hacia valores mayores. Su asimetria se calcula como:

X —10\°
5 :
Un valor de Skew(X) = 1,2 sugiere una distribucién con una cola derecha més
extensa.

Skew(X) = E
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Curtosis (Kurtosis)

La curtosis de una variable aleatoria X es una medida que describe la concentraciéon
de los valores en torno a la media y la presencia de colas mas o menos pronunciadas
en la distribuciéon. Una distribuciéon con curtosis similar a la normal se denomina
mesocirtica. Una curtosis alta (leptocirtica) indica una distribucién con una mayor
concentracion de valores cerca de la media y colas mas largas, mientras que una
curtosis baja (platicirtica) refleja colas mds cortas y una menor concentracién en la
media.

e 1\

Definicién 6.6 (Curtosis) Sea X una variable aleatoria con esperanza E[X] = u
y varianza Var(X) = o02. La curtosis de X, denotada por Kurt(X), se define como:

Sl

. J

Kurt(X) =E

La definicion utiliza la desviacion estandar o para estandarizar la variable. El expo-
nente 4 acentia las desviaciones grandes respecto a la media, haciendo que las colas
largas tengan una mayor influencia en el valor de la curtosis.

Ejemplo:

Supongamos que X es una variable aleatoria con E[X] = 0y 0 = 1, cuya distribucién
tiene colas largas en comparacion con la normal. La curtosis se calcula como:

()

Un valor de Kurt(X) = 5 indicarfa una distribucién leptoctrtica con colas més
pesadas de lo habitual.

Kurt(X) =E = E[X1].

Mediana

La mediana es una medida de posicién central en la distribuciéon de una variable
aleatoria, dividiendo el rango en dos mitades de igual probabilidad.

4 N\

Definicién 6.7 (Mediana) La mediana de una variable aleatoria X es el valor
m tal que la funcion de distribucién acumulada satisface:

& J

La mediana indica el punto donde el 50 % de la probabilidad acumulada estd por
debajo y el otro 50 % estéd por encima.
Moda

La moda es el valor o los valores donde la funcién de densidad de probabilidad
alcanza su maximo, indicando dénde se concentra la mayor densidad de probabilidad.
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Definicién 6.8 (Moda) La moda de una variable aleatoria X es el valor Zoda
que maximiza la funcién de densidad de probabilidad fx(z):

Tmoda = arg mgx fx(z).

En distribuciones unimodales hay una tunica moda, mientras que en distribuciones
multimodales pueden existir varios maximos locales.

Cuantiles

Los cuantiles son puntos que dividen la distribucion en intervalos de igual probabi-
lidad, permitiendo analizar la posicién relativa de los valores.

Definicién 6.9 (Cuantiles) Un g¢-cuantil de una variable aleatoria X es el valor

T que satisface:

k
Fx(xy)=—, parak=12...,q—1.
q

Dependiendo del valor de ¢, los cuantiles reciben nombres especificos:
= Mediana: Es el 2-cuantil.

s Cuartiles: Son los 4-cuantiles, que dividen la distribucién en cuatro intervalos
de igual probabilidad.

= Quintiles: Son los 5-cuantiles.

s Percentiles: Son los 100-cuantiles.

Ejemplo:
Supongamos que X es una variable aleatoria continua con funcién de distribucion

acumulada F'y(x). Si queremos calcular el primer cuartil (z;), buscamos el valor que

cumpla:
1

Fx(l’l) = Z

Este valor indica que el 25 % de la probabilidad acumulada se encuentra por debajo
de x;.

Funcion de una Variable Aleatoria Continua

En muchas situaciones, es de interés analizar el comportamiento de una funcién de
una variable aleatoria continua. Si X es una variable aleatoria continua y aplicamos
una transformacién Y = ¢g(X), surge la pregunta: ;cémo se comporta la probabilidad
asociada a la variable Y? Aunque ya conocemos como calcular el valor esperado de
g(X) mediante:

E[g(X)] = / " o) fx () de,

o0

es fundamental determinar la funcién de densidad de probabilidad de Y, para asi
describir completamente su distribucién.
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Este problema es relevante en diversos contextos, como cambios de escala, funcio-
nes no lineales y otras transformaciones de datos. Por ejemplo, al transformar una
variable aleatoria mediante una funcién exponencial o logaritmica, es crucial cono-
cer como se distribuye la probabilidad a lo largo de los nuevos valores que toma la
variable transformada.

En las siguientes secciones, definiremos formalmente la funciéon de densidad de
Y y desarrollaremos métodos para encontrarla a partir de la densidad de X, con
especial atencion al caso en que g es una funcién estrictamente mondtona. E]

Cambio de Variable

Cuando deseamos encontrar la funcién de distribucién acumulada (CDF) de una
transformacién de una variable aleatoria continua, el proceso es relativamente sen-
cillo. SiY = ¢g(X) y g es estrictamente mondtona, podemos expresar la CDF de Y
en términos de la CDF de X, tal que, P(g(X) < y). Sin embargo, si en lugar de la
CDF buscamos la funcién de densidad de probabilidad (PDF) de Y, el problema se
vuelve méas complejo, ya que la probabilidad debe ajustarse para reflejar como la
funcién g afecta la distribucion de los valores de X.

r—(Teorema 6.1 Cambio de Variable} \

Si X es una variable aleatoria continua con PDF fx(z), y Y = g(X) es una

transformaciéon de X, donde g es estrictamente monétona y diferenciable, la
PDF de Y es:

o) = Fxla™ )| 197

\. J

Demostracién: Consideremos una variable aleatoria continua X con funcién de
distribuciéon acumulada Fx(z) y PDF fx(x). Sea Y = ¢(X) una transformacién
de X, donde g es una funcién estrictamente mondtona y diferenciable. Queremos
encontrar la funcién de densidad de probabilidad de Y, denotada por fy (y). Partimos
de la CDF de Y, definida como:

Fy(y) =P(Y <y).
Dado que Y = g(X), esta expresién se puede reescribir como:

Fy(y) = P(g(X) < ).

Ahora, asumamos que g es una funcién estrictamente creciente. En este caso, la
condicién g(X) <y es equivalente a X < g~1(y). Esto nos lleva a:

Fy(y) =P(X <g7'(y) = Fx(g~'(y))-

Si, en cambio, g fuera estrictamente decreciente, la condicién g(X) < y se traduciria
en X > g !(y), y la CDF se expresarfa como:

Fy(y) =1— Fx(g7'(v)).

1Una funcién es mondtona si es creciente o decreciente en todo su dominio. Una funcién g(x)
es creciente si x1 < xo implica g(x1) < g(z2), v es decreciente si x1 < xo implica g(z1) > g(x2).
Si las desigualdades son estrictas (< y >), se dice que la funcién es estrictamente mondtona. Las
funciones estrictamente monétonas tienen una inversa bien definida.
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Esto ocurre porque la funcién g afecta el orden segiin su monotonia. Si g es creciente,
para x; < Zs, se cumple que g(x1) < g(z2), lo que preserva el orden y hace que Y <y
sea equivalente a X < g~ !(y). Por tanto, Fy(y) = Fx(g7(y)). Si g es decreciente,
el orden se invierte (g(z1) > g(x2)), y Y < y implica X > g~'(y), resultando en

Fy(y)=1—Fx(g~'(y)).

Dado que buscamos la PDF de Y, procedemos a derivar la CDF Fy(y) con
respecto a y. En el caso de g estrictamente creciente, tenemos:

d d

h@z@ﬂwz@&MW»

Aplicando la regla de la cadena, obtenemos:

Frw) =Fx(g7' ) - =97 (v)

Sabemos que F%(z) = fx(z), por lo que:

Frw) = Fx(o ) - diy “(y).

Aqui es donde la monotonia de g juega un papel crucial. Si g es estrictamente
creciente, d%g_l(y) > 0, y la expresion anterior es valida tal cual. Sin embargo, si g

es estrictamente decreciente, entonces %g_l(y) < 0. Para asegurar que la densidad
de probabilidad sea no negativa, tomamos el valor absoluto de la derivada:

h@?Mﬁ@W%*@w

Esta expresion generaliza ambos casos de monotonia. El valor absoluto se asegura
de que la probabilidad no se vea afectada por la direccién de la transformacion,
manteniendo la interpretacién correcta de la densidad.

Generalizacion Cambio de Variable

. Qué sucede si la funcion sobre la que estamos trabajando no es estrictamente
mondétona en todo su dominio? En este caso, podemos dividir el dominio en intervalos
donde la funcién sea estrictamente mondtona y diferenciable. De esta forma, en cada
uno de estos intervalos se puede aplicar el resultado obtenido previamente para el
cambio de variable.

La demostracion de este teorema sigue una logica similar al caso de una funcion
mondétona. Dividimos el dominio de g en intervalos donde es estrictamente monoto-
na. En cada uno de estos intervalos, se aplica el resultado anterior, calculando la
contribucién a la densidad fy (y) de las preimagenes g; ' (y) que satisfacen g;(z) = .
Posteriormente, se suman estas contribuciones. El valor absoluto en la férmula asegu-
ra que la densidad permanezca no negativa, independientemente de si g es creciente
o decreciente en cada intervalo.
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r—[Teorema 6.2 Generalizacion Cambio de Variable} N

Sea X una variable aleatoria continua y g : R — R una funcion definida
en una particién de intervalos {I;}¥,, donde g es estrictamente monétona
y diferenciable en el interior de cada uno de dichos intervalos. Entonces, si
Y = ¢g(X), la PDF de Y esta dada por:

frly) = fo(gfl(y)) : ‘d—ygi (y)’ :

donde g;(x) = g(x) para todo = € I;.

Distribuciones Continuas Conocidas

Distribucién Uniforme

'd \
Definicién 6.10 (Distribucién Uniforme) La distribucion uniforme continua
modela situaciones donde todos los valores posibles de una variable aleatoria tienen
la misma densidad de probabilidad en un intervalo dado [a, b].

» Funcién de Densidad de Probabilidad (PDF):

Frlz) = ﬁ, sia <z <b,
w(x) =
0, en otro caso.

Aqui, a y b son los limites del intervalo, con a < b.

. J

La distribucién uniforme es ttil para modelar situaciones donde no existe preferencia
alguna entre los valores dentro de un intervalo. Algunos ejemplos incluyen:

= El tiempo de llegada aleatorio de un cliente a una tienda, cuando puede llegar
en cualquier momento dentro de un horario dado.

= La posiciéon de un punto seleccionado al azar en una linea de longitud b — a.

= El resultado de una variable aleatoria que representa la seleccion aleatoria de
un numero entre dos limites conocidos.

,—[Proposicién 6.1 } .

Sea X ~ Uniforme(a,b) una variable aleatoria con distribucién uniforme en
el intervalo [a, b]. Entonces, la CDF, la esperanza y la varianza de X estén
dadas por:

0, siz < a, 0tb (b—a)?
Fx(r) = %2, sia<z<b E[X]= 5 Var(X):T
1, si x >0,
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Demostracién:

s CDF: Por definicién, la funcién de distribucién acumulada es:
Fy(z) = P(X < 2) = / Fe(t) dt.
La PDF de la distribuciéon uniforme es:

b—a’

1 .
——  sia<t<hb,
fx(t) =
0, en otro caso.

Ahora, evaluemos la integral en los distintos casos. Si x < a, fx(t) = 0 para
todo ¢t < x, lo que implica Fx(z) = 0.

Por otro lado, si a < x < b, la integral se evalia dentro del intervalo [a, z]:

| 1
FX(x):/a b_adt:b_a(:c—a).

Si z > b, toda el area bajo la PDF ha sido acumulada, por lo que Fy(z) = 1.
Por lo tanto, la CDF es:

0, six < a,
Fy(r)=4q %2, sia<z<b,
1, six > 0.

= Esperanza: La esperanza de X se define como:

E[X]:/Ooxfx(:p)dx:/abx-biadx.

[e.e]

Evaluamos en la integral:

1 b 1 z?
E[X]:b—a/xdx:b—aE

a

Sustituyendo los valores de los limites:

1 2 2 b
E[X]:b—a(%_%> B ;a'

» Varianza: La varianza se define como:
Var(X) = E[X2] — (]E[X])2
Calculamos E[X?]:

b 3 b
1 1
E[XQ]Z/xQ-b_adx:b_a—xg

Apunte de Cdtedra IN3141 - Probabilidades

a




6.7.2

6. Variables Aleatorias Continuas 63

Sustituyendo los valores de los limites:

1 b — a?
b—a 3

E[X?] =

La varianza es entonces:

Ejemplo:
Supongamos que se selecciona al azar un ntimero entre 2 y 10, siguiendo una distri-
bucién uniforme. La PDF es:

1 si2<z<10,
fx(z) = {8 N
0, en otro caso.

La probabilidad de que el nimero seleccionado esté entre 4 y 7 es:

"1 1 3
PA<X<T)=|[ -de==(7T—4)===0,375.
.8 8 8

Distribucién Exponencial

e N
Definicién 6.11 (Distribucién Exponencial) La distribucion exponencial mo-
dela el tiempo entre eventos, donde los eventos ocurren de forma aleatoria pero

con una tasa constante.

» Funcién de Densidad de Probabilidad (PDF):

Ae ™M six >0,
fx(z) = {

0, six <0,

donde A > 0 es el parametro de tasa, que indica la frecuencia promedio de
ocurrencia de eventos.

. J

La distribucién exponencial es 1til en situaciones donde se modela la espera o el
tiempo entre eventos aleatorios. Algunos ejemplos incluyen:

= El tiempo entre llamadas consecutivas a un centro de atencion al cliente.
s La duracién de vida de un dispositivo electronico antes de fallar.
= El tiempo entre llegadas de clientes a un sistema de servicio.

Propiedades

= Perdida de Memoria: La distribuciéon exponencial es una distribucién con
perdida de memoria, es decir:

PX >t+s| X >s)=P(X >1).

Apunte de Cdtedra IN3141 - Probabilidades



64 6.7. Distribuciones Continuas Conocidas

Esto implica que el tiempo previo transcurrido (s) no afecta la probabilidad
futura. Por ejemplo, si un dispositivo electrénico ha funcionado 100 horas, su
probabilidad de durar 50 horas mas es igual a la de uno nuevo durar 50 horas.

,—[Proposicién 6.2 ] \

Sea X ~ Exp(A\) una variable aleatoria con distribucién exponencial de
parametro . Entonces, la CDF, la esperanza y la varianza de X estan dadas
por:

0 six <0 1
F =< TOEX] ==
x(2) {1 —e ™ siz >0, X] A’

Demostracion:

s CDF: La CDF se define como:
Fy(z) = P(X < ) = / Felt) dt.

Evaluemos la integral en los diferentes casos, si x < 0, fx(t) = 0 para todo
t <z, lo que implica que Fy(xz) = 0. Si > 0, la integral se evalia dentro del
intervalo [0, z|:

X
=1-—c¢
0

—Az

Fx(x) = / e Mdt = —e M
0

Por lo tanto, la CDF es:

0 six <0
F — 7 )
x(2) {1 —e ™ sixz>0.

» Esperanza: La esperanza de X se define como:
E[X] :/ e d.
0

Utilizando integracién por partes. Sean u = x y dv = \e** dz. Entonces:
du =dz, v=—e %

Aplicando la expresion de integracion por partes:

E[X] = —ze " +/ e dw
0 0
0o e—)\a: OOZ l
Ay A
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» Varianza: La varianza se define como:
Var(X) = E[X?] — (E[X])*.
Calculamos E[X?] para X ~ Exponencial(\):
E[X? = / e dz.
0
Utilizamos integracién por partes, definimos:
w=2a>% dv= X edz.
Calculamos las derivadas e integrales:
du = 2xdr, v=—e "

Sustituimos en la expresion de integracion por partes:
(o]
E[X?) = —x26_)‘x|;o +/ 2re ™ dx
. 0
=0+ / 22e N du.
0

El primer término se anula, ya que z2¢=** — 0 cuando x — 00, y es 0 cuando
x = 0. Ahora, calculamos fooo 2z~ dz mediante nuevamente integraciéon por
partes, definimos:

w=uzx, dv=2e"dzr.

Calculamos las derivadas e integrales:

2
du=dr, v= —Xe_’\z.

o o0 2
+ / Ze M dx
0 0 A

Sustituyendo nuevamente:

&0 2
/ 2we Mdyr = ——xe
0 A

2

Por lo tanto, se tiene que E[X?]:

2

E[X?] = .

La varianza es entonces:

Var(X) = E[X?] — (E[X])?

Ejemplo:

Supongamos que el tiempo entre llegadas de clientes a un banco sigue una distribu-
cién exponencial con A = 0,5 llegadas por minuto. La probabilidad de que el tiempo
de espera sea menor o igual a 2 minutos es:

P(X<2)=Fx(2)=1—-e%2=1-¢"'~0,632.
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Distribucién Normal

r 2

Definicién 6.12 (Distribucién Normal) La distribucién normal es una de las
distribuciones mas importantes en probabilidad y estadistica, modelando fenéme-
nos naturales que involucran la suma de multiples factores independientes. Una
variable aleatoria X sigue una distribucién normal con media p y varianza o2,
denotada por X ~ N(u,0?), si su PDF es:

» Funcién de Densidad de Probabilidad (PDF):

1 (z—p)?
Ix(z) = e 202 , xeR.

V2mo?

Aqui, i es la media y o2 la varianza.

\ J

La distribucién normal es 1til en una variedad de situaciones donde las variables
aleatorias representan fenémenos acumulativos. Algunos ejemplos incluyen:

= Los errores de medicion en experimentos.
= Los puntajes en examenes estandarizados.

= Las fluctuaciones en los precios de activos financieros.

,—[Proposicién 6.3 ] \

Sea X ~ N (p,0?) una variable aleatoria con distribucién normal. Entonces,
la CDF no tiene una forma cerrada, pero la esperanza y la varianza estan
dadas por:

E[X]=p, Var(X)=o>

Ademis, si X ~ N (0,1) (normal estandar), la CDF se denota ®(z) y es:

a: 1 &2
O(x) = / \/%6_7 dt.

Los valores de ®(z) no se expresan en forma cerrada, pero se encuentran
tabulados en tablas de distribucién normal estandar o calculados mediante
herramientas estadisticas.

Demostracion:

» Esperanza: La esperanza de X se define como:

%0 1 e
E[X] _/ x - \/me(%?) dx.

Hacemos un cambio de variable: z = *>#,lo que implica dz = o dz. La integral
se convierte en:

E[X] = /_Oo (oz+p) - \/12_7Te_z22 dz.
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2
. 7 . o0 _Z_ . . ’ 7
El primer término, f_oo ze~ 2 dz, es cero debido a la simetria de la funcién
exponencial. Por lo tanto, queda:

» Varianza: La varianza se define como:
Var(X) = E[(X — ).
Sabemos que:
o 1 G

BX =)= [ -

Haciendo el mismo cambio de variable z = *-#, obtenemos:
Var(X) = o / T2 Loy
ar =0 z° - e 2 dz.
e V21

La integral es conocida y se vera en la funcion gamma mas adelante, donde se
obtiene un valor de 1. Por lo tanto:

Var(X) = 0.

,—[Proposicién 6.4 Transformacion a Normal Esténdar} \

Sea X ~ N(u,0?) una variable aleatoria con media y y varianza o?. Si
definimos la variable estandarizada:

entonces Z sigue una distribucién normal esténdar N (0, 1).

\. J

Demostracion: Definimos la variable Z = % Queremos encontrar la PDF de Z.
Utilizamos el teorema de cambio de variable. La transformacién inversa es:

X =0Z+p.

La derivada de X respecto a Z es:

dX
— =0.

dz
La PDF de X ~ N (u,0?) es:

Por el teorema de cambio de variable sabemos que:

-1
fole) = fxloz+ )| o7
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Sustituyendo X =oz+py ‘fl—)z( = o:

o 1 _ (oztu—p)? 1
fz(2) = /—Qmﬂe 2o pu
1 _

Por lo tanto, Z ~ N(0,1).

Propiedades

» Simetria: La distribucion normal estandar es simétrica respecto a cero, lo que
implica:

O(—x)=1—P(x).

» Propiedad de escalamiento: Si X ~ N(u,0?), la probabilidad acumulada
puede expresarse en términos de ¢ al estandarizar X:

P(Xg@:cb(‘”_“).

g

» Transformaciones lineales: Si X ~ N(ux,0%) y aplicamos una transfor-
macién lineal Y = aX + b, donde a,b € R, entonces Y sigue una distribucién
normal Y ~ N (uy, 0% ), donde:

2 2 2
py =apux +b, oy =aoxk.

Ejemplo:

Supongamos que los tiempos de respuesta en un experimento siguen una distribucion
normal con media p = 10 segundos y desviacion estandar o = 2 segundos. La
probabilidad de que un tiempo de respuesta sea menor o igual a 12 segundos es:

P(X <12) =& <12 g 10) = ®(1).

Utilizando una tabla de la distribucién normal esténdar, obtenemos ®(1) ~ 0,8413.
Por lo tanto, la probabilidad es aproximadamente 0,8413.

Distribuciéon Gamma

La distribucion Gamma esta asociada a procesos que modelan el tiempo hasta la
ocurrencia de k eventos independientes, cuando los tiempos entre eventos siguen una
distribucion exponencial. Para definir esta distribucion, es fundamental entender
la funcién Gamma, que generaliza el concepto de factorial para nimeros reales y
complejos positivos. La funcion Gamma se define como:

() :/ e dx, a>0.
0

Cuando « es un entero positivo, se cumple que I'(a) = (v — 1)
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'd N\
Definicién 6.13 (Distribucién Gamma) Una variable aleatoria X sigue una

distribucién Gamma con pardmetros a > 0y A > 0, denotada X ~ Gamma(a, \),

si su PDF es:

» Funcién de Densidad de Probabilidad (PDF):

AY a—1_-)\x :
fx(x):{rm)x e, siz 20,

0, st x <0,

donde « es el parametro de forma y A es el parametro de escala.

. J

La distribucién Gamma es 1til en situaciones donde se modela el tiempo de espera
acumulado para multiples eventos. Algunos ejemplos incluyen:

» El tiempo hasta que ocurren £ fallos en un sistema.

» La duracion total de servicio en un sistema donde los tiempos de atencién
siguen una distribucién exponencial.

= El modelado de fendmenos en ingenieria de confiabilidad y procesos de riesgo.

Propiedades

» Relacion recursiva: La funcién Gamma satisface la relacion:
IMNa+1)=a- -I'(a),
la cual es andloga al comportamiento del factorial.

= Valor especial:

Este resultado es fundamental en el calculo de probabilidades asociadas a la
distribucion normal.

» Propiedad integral: Para cualquier « > 0 y A > 0, se tiene que:

o r
/ xcx—le—)\z dr = (Q&) )
0

Aa

,—[Proposicién 6.5 ] \

Sea X ~ Gamma(a, \) una variable aleatoria con distribucién Gamma. En-
tonces, la CDF no tiene forma cerrada, pero la esperanza y la varianza estan
dadas por:

(0 (e

Apunte de Cdtedra IN3141 - Probabilidades



70 6.7. Distribuciones Continuas Conocidas

Demostracién:

» Esperanza: La esperanza de X se define como:

E[X] = /000 zfx(v)dr = /00093- F)(\Z)xa_le_)‘x dr.

Factorizamos los términos constantes fuera de la integral:

D
E[X] = / %M dr.
0

I(a)
Realizando el cambio de variable ¢ = Az (z = £, do = %), obtenemos:
A o 1 T(a+1)
EX|l=——— tYetdt = = ———.
X1 = e /0 ‘ 2 T()

Dado que I'(a + 1) = aI'(a), se tiene que:
«
EX] = —.
X)=15
» Varianza: La varianza se define como:

Var(X) = E[X?] — (E[X])*.

Calculamos E[X?] de manera similar:

Y[
E[X?) = F(a)/o 2 e ™ dy.

Haciendo el cambio de variable t = Ax, obtenemos:
1 DNa+2)
EX? == . —r=
[X7] A2 T(a)
Sabemos que I'(a 4 2) = (a+ 1)al'(«a), por lo que:

E[X?) = oz(oz);— 1)

La varianza es entonces:
Var(X) = E[X?] - (E[X])?
ala+1) a\?
5 )

Ejemplo:

Supongamos que el tiempo total de espera para tres eventos consecutivos sigue una
distribucién Gamma con pardmetros a = 3 y A = 2. La esperanza es:

3
EX]===1)5
[ ] 2 Y
La varianza es:
Var(X) = 3.3
224
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Capitulo 7

Distribucion Conjunta

En este capitulo, exploraremos el concepto de distribuciéon conjunta, que nos per-
mite describir el comportamiento simultaneo de dos o mas variables aleatorias. Este
analisis nos permite responder preguntas como: ;Qué sucede cuando las variables
aleatorias estan relacionadas? ;Cémo se comporta un fenémeno cuya probabilidad
aumenta o disminuye a medida que se relaciona con otro, como ocurre con la estatura
y el peso?

La distribucién conjunta nos permite modelar estas dependencias, analizar rela-
ciones estadisticas y calcular medidas, como la covarianza y la correlacién. Comen-
zaremos estudiando el caso de dos variables aleatorias, para luego generalizar los
conceptos a un numero arbitrario de variables.

Funcion de Distribucion Acumulada de Dos Variables Alea-
torias

Para introducir el estudio de variables aleatorias relacionadas, es natural comenzar
con el caso mas simple, dos variables aleatorias. La funcion de distribucion acumu-
lada conjunta (CDF) es el primer paso en esta direccién, ya que permite describir la
relacién entre ambas variables de manera general. Su definicién se mantiene inaltera-
da tanto en el caso discreto como en el continuo, proporcionando una base unificada
para analizar la probabilidad conjunta de multiples eventos. Comprender esta fun-
cion es primordial, pues a partir de ella se derivan conceptos como independencia,
correlacion y distribuciones marginales.

s )

Definicién 7.1 (Funcién de Distribucién Acumulada Conjunta) La fun-
cion de distribucion acumulada conjunta (CDF conjunta) de dos variables aleato-
rias X e Y se define como:

Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y).

- J

Propiedades

La funcién de distribucién acumulada conjunta satisface las siguientes propiedades
fundamentales:

= Monotonia:
Fxy(x,y) es no decreciente en x y en y.

A medida que aumentan x o y, la probabilidad acumulada no disminuye.
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» Limites:
h'm FX’y([IT, y) = O, lim FX’y(fE, y) = O,
T——00 Y——00
lim Fxy(z,y) = Fy(y), yh_{go Fxy(z,y) = Fx(z),

lim Fxy(z,y)=1.
T—00,Y—00

Estos limites reflejan el comportamiento natural de la funcién de distribucion
acumulada conjunta. Cuando = o y tienden a —oo, la probabilidad de que
las variables tomen valores menores se aproxima a cero, ya que practicamente
ningtin valor del espacio muestral cumple dicha condicién. Por otro lado, si
solo una de las variables crece hacia oo, la funcién de distribucién conjunta
converge a la distribucién marginal de la otra variable, pues en ese caso la
probabilidad de la primera ya ha sido completamente acumulada. Finalmente,
cuando ambas variables tienden a oo, la funcién alcanza el valor 1, lo que
indica que toda la probabilidad del espacio muestral ha sido considerada.

» Probabilidad de un subconjunto: La probabilidad de que (X,Y’) tome
valores en un rectdngulo [z1, xs] X [y, yo] es:

Plry < X < w11 <Y <o) = Fxy (@2, y2)—Fxy (1, y2) —Fxy(v2, 1) +Fxy(z1,11).

7.2 Distribucion Conjunta de Dos Variables Aleatorias Discretas

En el caso de variables aleatorias discretas, es importante no solo conocer las proba-
bilidades individuales de cada variable, sino también la probabilidad de que ambas
tomen ciertos valores especificos al mismo tiempo. Por ejemplo, si definimos X co-
mo el nimero de clientes que llegan a una tienda en la manana y Y como los que
llegan en la tarde, podriamos preguntarnos cudl es la probabilidad de que lleguen
exactamente 3 clientes en la manana y 2 en la tarde.

Ademas, estas variables no necesariamente son independientes. Es posible que
el comportamiento de una influya en el de la otra. Por ejemplo, si hay una gran
afluencia de clientes en la manana, esto podria indicar, segin ciertas condiciones,
que en la tarde haya menos personas debido a la disponibilidad limitada de recursos
o al comportamiento tipico del flujo de clientes.

7.2.1 Funcién de Masa de Probabilidad Conjunta

Para modelar estos casos, utilizamos la funcion de masa de probabilidad conjunta
(PMF conjunta), que asigna una probabilidad a cada par de valores posibles (z, )
de las variables aleatorias X e Y.

( A

Definicién 7.2 (Distribucién Conjunta para Variables Discretas) La fun-
cion de masa de probabilidad conjunta (joint PMF') Pxy(z,y) describe la proba-
bilidad de que dos variables aleatorias discretas X e Y tomen simultaneamente
los valores z e y:

Pxy(z,y) =P(X =2,V =vy),

donde z y y recorren el rango conjunto de X e Y.
- J
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Rango

En el caso de dos variables aleatorias discretas X e Y, el rango conjunto, denotado
por Ryy, es un subconjunto del producto cartesiano Rx X Ry, es decir, no todos
los pares (x,y) de valores posibles necesariamente tienen una probabilidad positiva.
Esto implica que, en general, Ry y # Rx X Ry, ya que algunos pares pueden tener
probabilidad cero.

Formalmente, el rango conjunto se define como:

Rxy ={(z,y) € Rx x Ry | Pxy(z,y) > 0}.

Por ejemplo, consideremos que X es el nimero de tareas completadas y Y es el niime-
ro de errores detectados en un dia. Supongamos que, en este contexto, es imposible
que se detecten mas errores que tareas completadas. Si los rangos individuales son
Rx ={0,1,2,3} y Ry = {0,1,2,3}, el rango conjunto estara restringido a los pares
(z,y) que cumplen 0 < y < z. Asi, aunque (1, 3) pertenece al producto cartesiano
Rx x Ry, no pertenece al rango conjunto Ry y, ya que seria imposible detectar 3
errores habiendo completado solo 1 tarea, o por ejemplo seria imposible detectar
algiin error si es que no se ha realizado ninguna tarea.

Propiedades

La funcién de masa de probabilidad conjunta (PMF) Px y (z,y) cumple las siguientes
propiedades fundamentales:

No negatividad:
PX,Y(x7y) Z 07 V(I7y) € RX X RY'

En todo el producto cartesiano de los rangos Rx y Ry, las probabilidades
conjuntas no pueden ser negativas.

= Positividad en el rango conjunto:

PX,Y(x7y> > O’ V(S(],y) € RX,Y-

En el rango conjunto Rxy, todas las probabilidades conjuntas son estricta-
mente positivas.

= Suma total de probabilidades:

Z PX’y(I,y) =1.

(z,y)ERx Yy

La suma de todas las probabilidades en el rango conjunto es igual a 1, lo que
garantiza que se cubre todo el espacio muestral.

» Probabilidad en subconjuntos: La probabilidad de que (X, Y') tome valores
dentro de un subconjunto A C Rx X Ry esta dada por:

P(X.Y)eA) = > Pxy(z,y).

(z,y)eERx yNA
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Ejemplo:

Consideremos dos variables aleatorias discretas X e Y que modelan el siguiente ex-
perimento: X representa el nimero de llamadas recibidas por una central telefénica
en la manana, tal que Rx = {0, 1}, mientras que Y representa el nimero de llamadas
recibidas en la tarde, tal que Ry = {0, 1,2}.

Supongamos que la funcién de masa de probabilidad conjunta Pxy(z,y) estd
dada por la siguiente tabla:

Pxy(z,y) [y=0 y=1 y=2
r=0 | 010 015 005
r=1 | 020 030 0.20

La funcién Pxy(z,y) describe la probabilidad de que la central telefénica reciba
simultaneamente x llamadas en la manana y y llamadas en la tarde. Por ejemplo:

» Pxy(0,1) = 0,15 indica una probabilidad de 0,15 de recibir 0 llamadas en la
manana y 1 llamada en la tarde.

» Pxy(1,2) = 0,20 significa que la probabilidad de recibir 1 llamada en la
manana y 2 en la tarde es 0,20.

Verificamos que la suma de todas las probabilidades sea igual a 1:

1 2
> ) Pyy(e,y) = 0,10+ 0,15 + 0,05 + 0,20 4 0,30 + 0,20
=0 y=0
=1.

Esto confirma que Pxy(x,y) es una funcién de masa de probabilidad conjunta véli-

da.

Funcién de Masa de Probabilidad Marginal

Si queremos conocer la probabilidad de que una de las dos variables aleatorias tome
un valor especifico, sin importar qué valor asuma la otra variable, debemos sumar
las probabilidades conjuntas sobre todos los valores posibles de esa segunda varia-
ble. Este procedimiento es andlogo al concepto de probabilidades totales, donde se
consideran todos los escenarios posibles para obtener la probabilidad de un evento
en particular.

Definicién 7.3 (PMF Marginal) La funcion de masa de probabilidad marginal
de X, denotada Px(x), se obtiene sumando las probabilidades conjuntas sobre
todos los valores posibles de Y':

Px(z) = Z Pxy(z,y).

yERy

De forma similar, la PMF marginal de Y es:

Pr(y) = Y Pxy(z,y).

TERX
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Ejemplo:

Consideremos el mismo ejemplo de la central telefénica. La funcién de masa de
probabilidad conjunta Pxy(x,y) esta dada por la siguiente tabla:

Pxy(z,y) [y=0 y=1 y=2
z=0 | 010 015 0.05
=1 | 020 030 020

Queremos calcular las funciones de masa de probabilidad marginales para X e Y.
Para calcular la PMF marginal de X, sumamos las probabilidades conjuntas para
cada valor de x sobre todos los valores posibles de y:

Px(O) = PX7y<0, O) -+ PX7y<0, 1) + PX,y(O, 2)
= 0,10+ 0,15+ 0,05 = 0,30,

Py(1) = Pxy(1,0) + Pyy(1,1) + Pxy(1,2)
= 0,20 4 0,30 + 0,20 = 0,70.

Mientras que, para calcular la PMF marginal de Y, sumamos las probabilidades
conjuntas para cada valor de y sobre todos los valores posibles de x:

Py(0) = Px.y(0,0) 4+ Pxy(1,0)
= 0,10 + 0,20 = 0,30,

Py(1) = Pxy(0,1) + Pyy(1,1)
= 0,15+ 0,30 = 0,45,

Py(2) = Pxy(0,2) + Pxy(1,2)
= 0,05+ 0,20 = 0,25.

Esperanza

La esperanza en el contexto de dos variables aleatorias puede interpretarse de dos
maneras, como el vector de esperanzas individuales o como la esperanza de una
funcién definida en R? — R.

Esperanza de un Vector

La esperanza de un vector aleatorio se define como el vector cuyas componentes son
las esperanzas de las variables individuales.

r N

Definicién 7.4 (Esperanza de un Vector Aleatorio) Si (X,Y) es un vector
aleatorio, su esperanza se define como:

E[(X,Y)] = (E[X], E[Y]),

donde:
E[X]= ) wPx(x), EN]=) yP(y)

rERx yERy
(. J

Esta interpretacion es 1til cuando se analizan las propiedades combinadas de dos
variables, como el promedio de sus comportamientos individuales.
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Esperanza de una Funcion

La esperanza de una funcién de dos variables aleatorias describe el promedio pon-
derado de los valores que toma la funcién, basado en la probabilidad conjunta.

Definicién 7.5 (Esperanza de una Funcién) Si g(X,Y) es una funcién de

dos variables aleatorias, donde ¢ : R? — R, su esperanza se define como:

Eg(X, V)] = > > gla,y) Pxy(z,y).

rxERx yERY
- J

Esta definicién es clave para calcular propiedades como la esperanza de X2, XY o
cualquier otra transformacion que involucre ambas variables.

Ejemplo:

Supongamos que X e Y son dos variables aleatorias discretas con rango Rx = {0, 1}
y Ry = {0,1}, y la funcién de masa de probabilidad conjunta Py y(z,y) esta dada
por:

Pxy(z,y) [y=0 y=1
r=0 | 0.10 020
r=1 | 030 040

Queremos calcular E[g(X,Y)] para la funcién ¢(X,Y) = X + Y. Aplicamos la
definicién de esperanza de una funcion:

Elg(X, V)] = Y Y (z+y) Pxy(z,y)

rz€ERx yERy
=(0+0)-0,10+(0+1)-0,204+(14+0)-0,30+ (14 1) - 0,40
=0+ 0,20+ 0,30 + 0,80
=1,30.

Varianza

La warianza en el contexto de dos variables aleatorias puede entenderse de dos
maneras: como la varianza de cada componente de un vector aleatorio o como la
varianza de una funcién definida en R? — R. En ambos casos, la varianza mide la
dispersion de los valores respecto a su esperanza.

Mas adelante, introduciremos el concepto de varianza de un vector aleatorio,
que involucra la relacion entre las componentes del vector mediante la matriz de
covarianza.

Varianza de una Funcién

La varianza de una funcion mide la dispersién de los valores de la funcion respecto
a su esperanza, proporcionando informacion sobre como varian las transformaciones
de las variables aleatorias.

Definicién 7.6 (Varianza de una Funcién) Si g(X,Y) es una funcién de dos
variables aleatorias, donde g : R> — R, su varianza se define como:

Var(g(X,Y)) = E[(g(X,Y) — E[g(X, Y)])’].
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Ejemplo:

Usando el mismo ejemplo anterior, donde ¢(X,Y) = X +Y y Pxy(x,y) esta dado
por:

Pyy(z,y) [y=0 y=1
r=0 | 010 020
=1 | 030 040

Calculamos la varianza de g(X,Y'). Primero, recordemos que en el ejemplo anterior
obtuvimos E[g(X,Y")] = 1,30. Ahora, necesitamos calcular E[(g(X,Y"))?]:

El(g(X.Y))’]= > > (z+y)° Pxy(z,y)

reERx yeRy
=(040)*-0,10+ (0+1)*-0,20 + (14 0)*- 0,30 + (1 + 1)*- 0,40
=0+ 0,20 4+ 0,30 + 1,60
= 2,10.

Finalmente, la varianza de g(X,Y) es:

Var(g(X,Y)) = E[(9(X,Y))’] — (E[g(X,Y)])*

= 2,10 — (1,30)?
= 2,10 — 1,69
= 0,41.

PMF Condicional

En ocasiones, nos interesa conocer la probabilidad de que una variable aleatoria
discreta X tome un valor especifico x, dado que ha ocurrido un evento A con P(A) >
0. Este tipo de andlisis es relevante cuando el evento A proporciona informacion
adicional sobre el experimento aleatorio.

La funcién de masa de probabilidad condicional, denotada por Px|4(z), describe
esta situacién al ajustar las probabilidades teniendo en cuenta la ocurrencia del
evento A. Mateméaticamente, la PMF condicional se expresa como:

P(X =z, A)

Esto se utiliza en situaciones donde el evento condicionante modifica las probabili-
dades originales. Por ejemplo, podriamos querer calcular la probabilidad de que un
cliente realice una compra, dado que ha permanecido en la tienda por mas de 10
minutos.

De manera similar, en ocasiones, nos interesa conocer la probabilidad conjunta
de que dos variables aleatorias discretas X e Y tomen valores especificos x e y, dado
que una de ellas ya ha asumido un valor conocido. Este enfoque nos permite modelar
situaciones donde el conocimiento de una variable influye en la probabilidad de otra,
capturando asi la dependencia entre ambas.

Cuando condicionamos a un valor arbitrario y de Y, obtenemos la funcion de
masa de probabilidad condicional de X, denotada por Pxy(z | y). Esto representa
la probabilidad de que X tome el valor z, dado que Y = y, y se define de la siguiente
manera:
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Definicién 7.7 (PMF Condicional) Sean X e Y dos variables aleatorias dis-
cretas. La funcion de masa de probabilidad condicional de X dado que Y = v,
denotada por Px|y(z | y), se expresa como:

Pxy(z,y)
PY(?J) 7

para todo x € Ry v y € Ry, siempre que Py (y) > 0.

. J

Pxy (7| y) =

Este concepto ajusta las probabilidades conjuntas para reflejar la informacion adi-
cional proporcionada por el valor conocido de Y.

Ejemplo:

Supongamos que X es la variable aleatoria que representa el nimero de productos
comprados por un cliente en una tienda, y Y es una variable que indica el tipo
de cliente, donde Y = 1 representa un cliente habitual y Y = 2 un cliente nuevo.
La funcién de masa de probabilidad conjunta Py y(z,y) estd dada por la siguiente
tabla:

Pxy(z,y) |z2=0 z=1 z=2
y=1 | 01 03 01
y =2 0.2 0.2 0.1

Queremos calcular la funcion de masa de probabilidad condicional de X dado que
Y =1, es decir, Pxjy(z | 1).
Para esto, primero calculamos Py (1) sumando las probabilidades conjuntas para
y=1:
Py(1)= Y Pxy(x,1)=01+03+0,1=05.
TERX

Ahora, aplicamos la definicién de PMF condicional para cada valor de x:

Pxy(0,1) 0,1
nyy(l, 1) 0,3
Pyy(1]1) = ) 05 0,6,
PXy(Q, 1) 0,1
P 211)= ———*>=—=0,2.
X1y (2] 1) A 05 0,

Por lo tanto, la PMF condicional de X dado que Y =1 es:

0,2, six=0,
Pxy(z]1)=<¢006, siz=1,
0,2, sixz=2.

Independencia

Hemos introducido las funciones de masa de probabilidad conjunta, marginal y con-
dicional, las cuales describen el comportamiento de dos variables aleatorias que pue-
den estar relacionadas entre si. Ahora retomaremos el concepto de independencia
discutido en el capitulo 3, aplicado al caso de variables aleatorias.
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Dos variables aleatorias X e Y son independientes si conocer el valor de una no
proporciona informacion sobre la otra. En otras palabras, el conocimiento de Y no
afecta las probabilidades de X. Como resultado, la funcién de masa de probabilidad
conjunta se puede expresar como el producto de las funciones marginales:

Definicién 7.8 (Independencia) Dos variables aleatorias X e Y son indepen-
dientes si su funcién de masa de probabilidad conjunta es:

nyy(l',y) :Px(fﬂ)Py(y), V.Z'ERx,vyERy.

Esta definicién formaliza el hecho de que, en el caso de independencia, las proba-
bilidades conjuntas se descomponen en probabilidades individuales. Ademas, para
variables independientes, la PMF condicional se simplifica:

Pxy(z,y) _ Px(x) - Py(y)
Py (y) Py (y)

PX\Y($|y): = Px(z).

Ejemplo:

Supongamos que X representa el resultado del lanzamiento de un dado justo y Y el
resultado de lanzar una moneda equilibrada. El rango de X es Rx = {1,2,3,4,5,6},
mientras que el rango de Y es Ry = {cara,sello}. Dado que ambos experimentos
son independientes, la funcién de masa de probabilidad conjunta se calcula como:

Pxy(z,y) = Px(x) - Py(y),

donde: . .
Px(z) = & Py (cara) = Py (sello) = 3

Por ejemplo, la probabilidad de obtener un 3 en el dado y “cara” en la moneda es:

11 1
Pxy(3,cara) = Px(3) - Py(cara) = 6313
Del mismo modo, la probabilidad de obtener un 5 en el dado y “sello” en la moneda
es:
1

Px y(5,sello) =

11

6 2 12
En este caso, el conocimiento del resultado del dado no altera la probabilidad de
obtener un resultado especifico en la moneda, lo que confirma que las variables X e
Y son independientes.

Distribucién Conjunta de Dos Variables Aleatorias Continuas

En la seccion anterior, abordamos la distribucion conjunta de variables aleatorias
discretas, donde es posible calcular la probabilidad de que las variables tomen valores
especificos simultaneamente. En el caso de variables aleatorias continuas, el analisis
cambia, ya que la probabilidad de que ambas variables tomen un valor exacto es
siempre cero. En lugar de esto, utilizamos una funcién de densidad conjunta para
describir cémo las probabilidades se distribuyen en el espacio continuo.
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Para ilustrar esta situacion, consideremos X como la temperatura maxima diaria en
una ciudad y Y como la humedad relativa correspondiente. Aunque la probabilidad
de que X sea exactamente 30°C' y Y sea exactamente 60 % es cero, podemos estudiar
la probabilidad de que ambas variables se encuentren en un rango determinado, como
29 < X <31y58 <Y <62. La funcién de densidad conjunta nos proporciona la
informacion necesaria para realizar este cédlculo.

Asimismo, como en las variables aleatorias discretas, es posible que estas variables
estén relacionadas entre si. Por ejemplo, cuando la temperatura es alta, es més
probable que la humedad disminuya, lo que indica una dependencia entre X e Y.

Funcién de Densidad de Probabilidad Conjunta

Para variables aleatorias continuas, la funcion de densidad de probabilidad conjunta
(PDF conjunta) describe cémo las probabilidades estan distribuidas en un espacio
continuo. A diferencia del caso discreto, la probabilidad de que las variables alea-
torias X e Y tomen simultaneamente valores exactos es siempre cero. En cambio,
calculamos la probabilidad de que X e Y se encuentren en un subconjunto del plano
R? integrando la PDF conjunta sobre dicho subconjunto.

( N

Definicién 7.9 (Distribucién Conjunta para Variables Continuas) La
funcion de densidad de probabilidad conjunta (joint PDF) fxy(x,y) se define
como la derivada parcial de la funciéon de distribucién acumulada conjunta:

82
Ixy(z,y) = B ayFX,Y(xay)7

donde Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y) es la CDF conjunta.

\ J

Rango

En el caso de dos variables aleatorias continuas X e Y, el rango conjunto, denotado
por Rxy, es un subconjunto del producto cartesiano Rx x Ry. Esto implica que
algunos pares (z,y) pueden tener densidad de probabilidad nula.

Formalmente, el rango conjunto se define como:

Rxy = {(z,y) € Rx X Ry | fxy(z,y) > 0}.

Por ejemplo, supongamos que X e Y representan las coordenadas de un punto
aleatorio dentro de un circulo de radio 1. Aunque los rangos individuales pueden
ser Ry = [-1,1] y Ry = [—1,1], el rango conjunto Rxy esta restringido a los
puntos que cumplen x? + y* < 1. Asi, el punto (1,1), aunque pertenece al producto
cartesiano, no estd en el rango conjunto, ya que 12 + 12 =2 > 1.

Propiedades

La funcién de densidad de probabilidad conjunta fxy(z,y) satisface las siguientes
propiedades fundamentales:

= No negatividad:

fxy(z,y) >0, V(z,y) € Rx x Ry.
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La densidad conjunta no puede ser negativa en ningin punto del producto
cartesiano.

» Integrabilidad: La integral de fxy(z,y) sobre todo el espacio es 1:

/ / fX,Y(m7y) drdy = 1.

Esto garantiza que la densidad conjunta cubra todo el espacio muestral.

» Probabilidad en subconjuntos: La probabilidad de que (X, Y") tome valores
dentro de un subconjunto A C R? est4 dada por:

P(X,Y) € A) = / /A Foy (@, y) da dy.

Supongamos que la posicién de un punto aleatorio (X,Y’) dentro de un cuadrado
unitario sigue una distribucion uniforme. La funcién de densidad conjunta estd dada
por:

Ejemplo:

I, si0<z<1ly0<y<I,

0, en otro caso.

fxy(z,y) = {

Queremos calcular la probabilidad de que el punto caiga en el cuadrante definido
por 0 < X <0,by0<Y <0,5. Esta probabilidad es:

P((X,Y) € [0,0,5] x [0,0,5]) = /0’5 0’5fXY(:U y) dz dy

0,5 05
/ / ldx dy

(0,5 —0)* = 0,25.

Funcién de Densidad de Probabilidad Marginal

Si queremos conocer la densidad de probabilidad de una variable aleatoria conti-
nua, sin considerar el valor que asuma la otra variable, debemos integrar la funcion
de densidad conjunta sobre todos los valores posibles de esa segunda variable. Es-
te proceso es analogo al caso discreto, pero, considerando la naturaleza del caso
continuo.

Definicién 7.10 (PDF Marginal) La funcion de densidad de probabilidad
marginal de X, denotada fx(z), se obtiene integrando la densidad conjunta sobre
todos los valores posibles de Y':

T) = /_Oo fX,Y(l'ay) dy

De forma similar, la PDF marginal de Y es:

fr(y) = /°° fxy(z,y)dz.

—00
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Ejemplo:

Supongamos que las variables aleatorias X e Y siguen una distribucién uniforme en
el cuadrado unitario, es decir:

I, si0<zr<1ly0<y<I,

0, en otro caso.

fX,Y(CB,y) = {

Queremos calcular las funciones de densidad marginales de X e Y.

Para la PDF marginal de X, integramos la densidad conjunta sobre el rango de
Y:

fX(ﬂU):/O fxy(z,y)dy

:/1dy
0

=1, paraO0<azx<I1.

De manera similar, para la PDF marginal de Y, integramos la densidad conjunta
sobre el rango de X:

fY(y):/O fxy(z,y)de

:/10[3:
0

=1, para0<y<1.

Ambas densidades marginales muestran que tanto X como Y siguen una distribucion
uniforme en el intervalo [0, 1]. La probabilidad de que ambas variables estén en un
intervalo especifico se calcula a partir de estas PDFs.

Esperanza

En el caso de dos variables aleatorias continuas, el concepto de esperanza es analogo
al presentado en el caso discreto, con la diferencia de que las sumas sobre los rangos
se sustituyen por integrales sobre el rango continuo.

Esperanza de un Vector

La esperanza de un vector aleatorio continuo se define de manera similar a la del
caso discreto, utilizando las funciones de densidad marginales.

s 7\

Definicién 7.11 (Esperanza de un Vector Aleatorio) Si (X,Y’) es un vector
aleatorio continuo, su esperanza es el vector:

E[(X,Y)] = (E[X], E[Y]),

donde:
E[X] = / © fx(x)dz, E[Y]= / y fy(y) dy.

o0 [e.e]

Apunte de Cdtedra IN3141 - Probabilidades



7. Distribucién Conjunta 83

Esperanza de una Funcion

Cuando se considera una funcién de dos variables aleatorias continuas, la esperanza
se define integrando la funciéon ponderada por la densidad conjunta de probabilidad.

'd \
Definicién 7.12 (Esperanza de una Funcién) Si g(X,Y) es una funcién de
dos variables aleatorias continuas, donde ¢ : R? — R, su esperanza se define como:

Bly(x.v)) = [ N / " ge,y) Frr () dedy.

& J

Esta definiciéon nos permita calcular la esperanza de transformaciones no lineales de
XeY.
Ejemplo:

Supongamos que X e Y son dos variables aleatorias continuas definidas en el circulo
unitario centrado en el origen, es decir, el conjunto {(x,y) | 2+ y* < 1}. La funcién
de densidad conjunta esta dada por:

1
fxy(z,y) ==, paraz®+y* <1
m

Queremos calcular E[g(X,Y)| para la funcién g(X,Y) = X + Y. Para resolver esta
integral, aprovechamos la simetria del circulo, y podemos integrar respecto a una de
las variables, expresando la otra en términos de los limites del circulo. Aplicamos la
definicién de esperanza:

V1i—z22?
9(X,Y)] / / (x +v) fxy(z,y)dydz

1x2 1
// (x+y)- —dyda:.

Dividimos la integral en dos términos:

1 1 V1-z2 1 V1—z2
Elg(X,Y)] = — / ZU/ dy+/ / ydydz | .
T\Ja Jovice 1)
Calculamos las integrales, para el primer término:

Via? 1
/ dy =2V 1 — 22, por lo que / x-2V1—ax2dx =0.
-1

_/1—22
Mientras que para el segundo término:

1 V1—z2
/ / ydydr = 0.
—-1J-V1-z2
Ambos términos se anulan, debido a la propiedad de integracién de funciones impa-

res, H por lo que la esperanza es:

Elg(X,Y)] = 0.

1Si una funcién f(x) es impar, es decir, f(—z) = —f(x), entonces su integral en un intervalo
. ’ . . a . .,
simétrico respecto al origen es cero: f_a f(x)dxz = 0. Por otro lado, si una funcién g(x) es par es

decir, g(—z) = g(x), su integral en el mismo intervalo simétrico satisface ffa g(z)dx =2 fo x) dx.
Estas propiedades resultan ttiles en calculos que involucran simetrias en el dominio de mtegra(:lon.
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Alternativamente, podriamos haber utilizado coordenadas polares para simplificar
el dominio de integracién. En ese caso, se obtendria el mismo resultado debido a la
simetria del circulo.

Varianza

En el caso continuo, la varianza también puede interpretarse de dos maneras, como
la varianza de cada componente de un vector aleatorio o como la varianza de una
funcién definida en R? — R. Todo lo mencionado sobre la interpretacién y utilidad
de la varianza en el caso discreto aplica de manera andloga aqui, con las diferencias
propias de la naturaleza continua.

Varianza de una Funcién

La varianza de una funcién continua mide cémo se dispersan los valores de la funcién
respecto a su esperanza en el dominio de integracion.

Definicién 7.13 (Varianza de una Funcién) Si ¢g(X,Y) es una funcién de
dos variables aleatorias continuas, donde g : R* — R, su varianza se define como:

Var(g(X,Y)) = E[(g(X,Y) — E[g(X, Y)])’].

Ejemplo:

Usando el mismo ejemplo anterior, donde X e Y son variables aleatorias definidas
en el circulo unitario centrado en el origen, con la funcién de densidad conjunta:

1
fxy(x,y) = — para 2 +y? <1,

y donde g(X,Y) = X + Y, calculamos la varianza de g(X,Y).
Primero, recordemos que en el ejemplo de esperanza obtuvimos E[g(X,Y")] = 0.
Ahora, necesitamos calcular E[(g(X,Y))?]:

E[(g(X,Y))?] = / (2 + )2 fry(2y) do dy

z24942<1
1
:/ (2% + 2zy +9°) - = dx dy.
I2+y2§1 m

Dado que el dominio es simétrico respecto al origen, el término 2xy se anula al
integrar. Por lo tanto:

Bllo(x ) = [ ety

™

Utilizando coordenadas polares, donde x = rcosf, y = rsinf, r € [0,1], 6 € [0, 27],
y dx dy = rdr df, la integral se convierte en:

E[(g(X,Y))? = %/0%/01 "2 1 dr df

1 2 1
:—/ d@/ r3 dr
™ Jo 0
or. 11

2
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Finalmente, la varianza de g(X,Y) es:

Var(g(X,Y)) = E[(9(X,Y))’] - (E[g(X,Y))])*

Funcion de Densidad de Probabilidad Condicional

A menudo, al igual que en el caso discreto, es necesario determinar cémo se distribuye

una variable aleatoria continua X dado que ha ocurrido un evento A con P(A) > 0.
La funcion de densidad de probabilidad condicional, denotada fx|a(x), describe

la densidad de probabilidad de X bajo la condicién de que el evento A haya ocurrido.

Se define como:

P(X € dz, A)

Ixja(z) = P(A)

De manera equivalente, utilizando la funcion de densidad conjunta:

xy\&, d
fX|A(x) = fAf ip(;) y) Y

Sin embargo, nos interesa conocer también el como se comporta una variable alea-
toria continua X cuando se tiene informaciéon adicional sobre otra variable aleatoria
continua Y.

En el caso continuo, utilizamos la funcion de densidad de probabilidad condicional
(PDF condicional), que describe la densidad de probabilidad de X dado que Y ha
tomado un valor especifico. Esta funcion se obtiene de la relacién entre la densidad
conjunta y la densidad marginal.

e )

Definicién 7.14 (PDF Condicional) Sean X e Y dos variables aleatorias
continuas. La funcion de densidad de probabilidad condicional de X dado que
Y =y, denotada por fx|y(z |y), se define como:

_ Jxv(ry)
fX\Y(’x ‘y)_ fY(y> ;

para todo x € Rx y y € Ry, siempre que fy(y) > 0.

. J

Este concepto refleja la idea de ajustar la densidad conjunta en funcién de la infor-
macién adicional sobre Y. Como en el caso discreto, se busca capturar cémo cambia
la probabilidad cuando conocemos un valor particular de la otra variable.
Ejemplo:

Supongamos que X e Y son dos variables aleatorias continuas definidas en el cua-
drado [0, 1] x [0, 1], con una funcién de densidad conjunta:

fxy(z,y) =6xy, para0<z<1,0<y<I1.

Queremos calcular la funciéon de densidad condicional de X dado que Y = y, es
decir, fxjy(z | y).
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Primero, calculamos la densidad marginal de Y, fy(y), integrando la densidad con-
junta sobre todos los posibles valores de X:

fy(y) = /0 Ixy(z,y)dx

1
:/ 6y dz
0
1
:6y/ xdx
0

Ahora, aplicamos la definicién de PDF condicional:

_ fxy(z,y)
fX|Y(x | y) - fY(y)

6
:g:hx pra0<z<ly0<y<I.
Y

Por lo tanto, la funcién de densidad condicional es:

2z, si0<z<1lyy>0,
0, en otro caso.

fxiy(x|y) = {

Independencia

La independencia para variables aleatorias continuas sigue el mismo principio que
en el caso discreto. Dos variables aleatorias X e Y son independientes si el conoci-
miento del valor de una no altera la distribucion de la otra. Matematicamente, esto
se traduce en que la funcién de densidad conjunta puede descomponerse como el
producto de las densidades marginales.

Definicién 7.15 (Independencia) Dos variables aleatorias continuas X e Y
son independientes si su funcion de densidad conjunta satisface:

Ixy(z,y) = fx(z)- fy(y), Vr,yeR.

Esta propiedad implica que la densidad condicional de X dado que Y = y es igual
a la densidad marginal de X:

_ fxyly)
fX|Y<5U ’ y) - fY(ZJ) fX( )

Ejemplo:

Consideremos que X representa la longitud (en metros) de un cable producido por
una maquina, y Y el tiempo hasta una falla (en horas) de otra méquina. Supongamos
que las funciones de densidad marginales estédn definidas en [0, 1] por:

fx(z) =2z, fy(y) =3y>
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Si X e Y son independientes, la funciéon de densidad conjunta es:

fxy(@,y) = fx(2) - fr(y) = 6xy°,
Calculemos la probabilidad de que X < 0,5y Y <0,5:

0,5 0,5
P(X <05,Y <05) = / / 6zy” dx dy
0 0

0,5 0,5
:6/ yQ(/ xdm)dy
0 0
0,5 2,05
€T ;
=6 2. _‘ d
o (Gl
0,5
’ 0,25
=6/ y =5 dy
0

0,25 [%°
-6 - y* dy

Por lo tanto, la probabilidad buscada es %

7.3.7 Funcion de Dos Variables Aleatorias Continuas

Como se vio en el caso de una variable aleatoria continua, es comin que una
transformacién de una variable aleatoria produzca otra variable cuyo comporta-
miento probabilistico nos interesa caracterizar. De manera analoga, cuando traba-
jamos con dos variables aleatorias continuas (X, Y") y aplicamos una transformacién
(U, V) =g(X,Y), donde g : R? — R?, surge la necesidad de determinar la distribu-
cién conjunta de las nuevas variables.

En esta seccion, exploraremos cémo obtener la funciéon de densidad conjunta de
(U, V) a partir de la densidad conjunta de (X,Y).

Sea h : R? — R una funcién de dos variables aleatorias continuas X e Y.
Definimos una nueva variable aleatoria Z como:

7 = h(X,Y).

Nuestro objetivo es determinar la distribucion de Z. Para ello, comenzamos escri-
biendo su funcién de distribucién acumulada (CDF):

Fy(z )—IP(Z<z)
h(X.Y) < 2)

// Fry (@,y) dz dy,
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donde D = {(z,y) | h(z,y) < z} es la region del plano donde la funcién h(X,Y)
toma valores menores o iguales a z.

Para obtener la funcién de densidad de probabilidad (PDF) de Z, simplemente
derivamos Fz(z) con respecto a z:

o) = D) = 1 [ [ Festadoy

Cambio de Variable

Si realizamos un cambio de variables a partir de (X, Y') mediante una transformacion
diferenciable (U, V) = ¢(X,Y), donde g : R? — R? la funcién de densidad de
(U, V) se obtiene ajustando la densidad de (X,Y’) segin cémo la transformacién
redistribuye la probabilidad.

Esto nos permite obtener la densidad conjunta de las nuevas variables a partir de
la densidad de las variables originales. Como en el caso unidimensional, necesitamos
corregir el efecto de la transformacién en la probabilidad, para ello utilizaremos
el determinante del Jacobiano, asegurando que la densidad resultante conserve las
propiedades de una funcién de densidad.

r—[Teorema 7.1 Cambio de Variable en Dos Variables Aleatorias]—

Sean X,Y variables aleatorias continuas y sea g : R? — R? una funcién
diferenciable e invertible, definida como:

g(z,y) = [gl(x’ y)] ,

92(x7y)

donde cada funcién componente g; : R?> — R es diferenciable. Entonces, si
realizamos la transformacién

(U,V)=9(X,Y), o equivalentemente (X,Y) = gil(Ua V),

las variables aleatorias U,V son continuas y su densidad conjunta se obtiene
mediante:

foy(w,v) = fxy (g (u,v)) - |det Jy| ™",
donde J,(z,y) es el Jacobiano de la transformacién g, dado por:
991 %]

_ | Oz dy
Jg(xa y) — | 992 9g2
o oy

\. J

Demostracion: Consideremos dos variables aleatorias continuas X e Y con funcién
de densidad conjunta fxy(z,y). Sea g : R* — R? una transformacién diferenciable
e invertible, definida como:

o= 220

gg<l’,y

Definimos las nuevas variables aleatorias (U, V') mediante la transformacion:

(U7 V) - g(Xv Y),
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con inversa (X,Y) = ¢g7'(U, V). Nuestro objetivo es encontrar la densidad conjunta
de (U, V), es decir, fuv(u,v). La probabilidad de que (U, V) tome valores en una
regién S C R? estd dada por:

P(U,V) e S) = //Sny(u,v) du dv.

Dado que la transformacion es invertible, esta probabilidad también se puede expre-
sar en términos de (X,Y’) como:

P eg )= [ [ et aray

El teorema del cambio de variables en integrales nos dice que si realizamos la trans-
formacién (z,y) = g~ *(u, v), el elemento diferencial cambia de acuerdo con el deter-
minante del Jacobiano de la transformacion inversa:

dz dy = |det J,(z, y)|_1 du dv,
donde J,(z,y) es la matriz Jacobiana de g:
991 g1
ox oy

Sustituyendo en la integral de (X,Y), obtenemos:

//fU,V(UaU)dUdU:// Fxy (2, y) |det J,| ™" du dv.
S 97(S)

Por el Teorema Fundamental del Calculo aplicado a integrales dobles, al tomar
derivadas parciales respecto a u y v, obtenemos la densidad conjunta de (U, V):

fuy (u,0) = fxy (g (u,0)) - |det J| 7'
Ejemplo:
Supongamos que X e Y son variables aleatorias continuas con densidad conjunta:

1, 0<2<1,0<y<1,

0, en otro caso.

Y

fX,Y(%y) = {

Definimos la transformacién:
U=X+Y=g(X,)Y), V=X-Y=g((X,Y).

Nuestro objetivo es encontrar la densidad conjunta fyy (u, v). Para expresar (X,Y)
en términos de (U, V'), resolvemos el sistema de ecuaciones:

U+ V, v _ U — V.
2 2
El Jacobiano de la transformacién es:
991 Yt 11
e =[5 B =) 4]
29X oY

X =
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El determinante de esta matriz es:
det J, = (=1)— (1) = -2.

Por lo tanto, tomamos su valor absoluto para la transformacion:

o1
|det J,| " = >

Utilizando el teorema del cambio de variable:
fow(u,v) = fxy (g7 (u,0)) - |det J,| "

Dado que la densidad original es fxy(z,y) =1en0 <z <1, 0 <y < 1, verificamos
coOmo cambia el rango bajo la nueva transformacion:

» X €[0,1] yY €]0,1] implican U = X +Y € [0,2].
» Simultdneamente, V' = X — Y varia en el rango [—1, 1].

Entonces, la densidad conjunta en las nuevas variables es:

L 0<u<2, -1<v<1,

fU,v(U,U) = {5’

0, en otro caso.

Generalizacion Cambio de Variable

Si la transformacién (U, V) = g(X,Y) no es inyectiva en todo su dominio, podemos
dividir el espacio en regiones donde si lo sea y aplicar el resultado en cada una de
ellas de manera separada.

r—[Teorema 7.2 Generalizacion del Cambio de Variable} N

Sean X, Y variables aleatorias continuas con densidad conjunta fxy(z,y) y
sea ¢ : R? — R? una funcién diferenciable que no es globalmente inyectiva.
Supongamos que el dominio de g se puede particionar en regiones disjuntas R;,
donde g es inyectiva en cada una de ellas. En estas regiones, existen funciones
inversas locales g; : R? — R2, bien definidas en sus respectivos dominios.
Bajo estas condiciones, la densidad conjunta de (U, V) = ¢g(X,Y) se obtiene
sumando las contribuciones de cada regién:

fov(u,0) =Y fxy(oi(u,v)) - [det Jo, |7,

donde J,, (z,y) es el Jacobiano de la transformacién inversa g;, evaluado en
la preimagen correspondiente:

0oi1 00,1
_ ox Jy
‘]gi (I, y) — | iz Ooi2

\. J

Esta generalizacion es 1til cuando la transformacion tiene multiples preimagenes en
el espacio original. Casos comunes incluyen cambios de coordenadas en sistemas po-
lares o cilindricos, donde un mismo punto en el espacio transformado puede provenir
de distintos puntos en el dominio original debido a la periodicidad o simetria de la
transformacion.
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Distribucién Conjunta de Multiples Variables Aleatorias

Todo lo desarrollado en las secciones anteriores para una o dos variables aleatorias
puede extenderse al caso de un nimero arbitrario de variables aleatorias. Para ello,
introducimos el concepto de vector aleatorio, que nos permite describir simultanea-
mente un conjunto de variables aleatorias y analizar su distribucién conjunta.

Vector Aleatorio

. Por qué trabajar con vectores? El vector es una representacién mateméatica que
permite organizar multiples variables de manera estructurada, facilitando su ma-
nipulacion y analisis. En el contexto de la probabilidad, los vectores nos permiten
modelar conjuntos de variables aleatorias relacionadas, proporcionando una notaciéon
compacta y herramientas analiticas para describir su comportamiento conjunto.

Utilizar vectores en lugar de tratar cada variable individualmente nos permite
aprovechar propiedades algebraicas y conceptos que se veran posteriormente como
la covarianza, la independencia y la transformacion de distribuciones.

4 N\

Definicién 7.16 (Vector Aleatorio) Un wector aleatorio de dimensiones n
es un conjunto de n variables aleatorias (X, Xs,...,X,) definidas en un mismo
espacio de probabilidad. Se denota usualmente como:

X = (X1, X, ..., Xy).

(. J

Al igual que en los casos de una o dos variables, podemos describir la distribucion
conjunta de n variables aleatorias de forma discreta o continua.

Funcion de Distribucién Acumulada

El concepto de funcion de distribucion acumulada conjunta extendido a n variables
aleatorias, mantiene la misma interpretacion probabilistica que en el caso bidimen-
sional. En este contexto, la funcién de distribuciéon acumulada conjunta describe la
probabilidad de que todas las variables tomen valores menores o iguales a ciertos
umbrales simultaneamente. Es decir, permite cuantificar la probabilidad acumulada
dentro de una regién multidimensional definida por los valores de las variables.

'a \
Definicién 7.17 (Funcién de Distribucién Acumulada Conjunta) Sea
X = (X1, Xs, ..., X,) un vector de variables aleatorias. La funcidn de distribucion
acumulada conjunta (CDF conjunta) se define como:

Fx(x1,29,...,2,) = P(Xy <21, X5 < 29,..., X, <1,).

- J

Propiedades

La CDF conjunta de n variables aleatorias cumple las mismas propiedades que se
mencionaron anteriormente, adaptada al caso de las n variables aleatorias, estas son,
las siguientes propiedades generales:

= Monotonia:

Fx(x1,x9,...,2,) es no decreciente en cada x;.

Apunte de Cdtedra IN3141 - Probabilidades



92 7.4. Distribucion Conjunta de Miiltiples Variables Aleatorias

A medida que aumenta cualquiera de las coordenadas z;, la probabilidad acu-
mulada no disminuye.

s Limites:

lim Fx(zq,...,2,) =0, Vi,
XT;—>—00

hm Fx(xl, Ce ,.Tn) = FX17-~~7X1—17Xi+1,--~7Xn('Tl? vy Li—1, xiH, Ce ,.Z'n>,
T;—>00

lim Fx(xy,...,x,) = 1.

L1,y Ty—>00

La funcién crece desde 0 y converge a 1 a medida que todas las variables
tienden a infinito.

= Probabilidad en un subconjunto: La probabilidad de que X tome valores

dentro de un hiperrectdngulo [xgl), 1‘52)] X oo X [x%l), x,(f)] se obtiene mediante:

P < Xy <af,.al) < X, <o) = > (<) Fx(al, L al),

n n
ec{0,1}»

(€

donde |€| es la suma de los elementos de €, y los indices x; ) alternan entre

los extremos del intervalo.

7.4.3 Funciéon de Masa de Probabilidad o Densidad Conjunta

A continuacion se presenta el concepto de distribucion conjunta para multiples va-
riables aleatorias, para esto, necesitamos una funcién que describa la probabilidad
de que todas ellas tomen valores especificos simultaneamente. Dependiendo de si las
variables son discretas o continuas, esta funcién puede ser una funcién de masa de
probabilidad conjunta (PMF conjunta) o una funcién de densidad de probabilidad
conjunta (PDF conjunta).

g
Definicién 7.18 (Distribucién Conjunta para Miiltiples Variables Alea-
torias) Sea X = (X1, Xy,...,X,,) un vector aleatorio. Su distribucion conjunta
se caracteriza de la siguiente manera:

= Caso Discreto: Si X, X5, ..., X, son variables aleatorias discretas, la fun-
cion de masa de probabilidad conjunta (PMF conjunta) se define como:

Px, x5 . x,(x1,22,. .., x,) = P(X1 =21, Xo = 29,..., X;, = ).

s Caso Continuo: Si X7, X5,..., X, son variables aleatorias continuas, la
funcién de densidad de probabilidad conjunta (PDF conjunta) se define co-
mo:

871
T1,%9,...,Ty) = F x (T, e, Ty,
Ix1 XX (T1, T2 n) 52,02, ... Oz, 1XerX (w1, 12, n)

donde Fx, x,... x, es la funcién de distribucién acumulada conjunta.
. J
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Rango

El rango conjunto de un vector aleatorio X = (X1, Xs,...,X,,) es el subconjunto
del espacio Rx, X Rx, X --- X Rx, donde la PMF o la PDF es positiva. En lugar de
considerar pares (x,y) dentro de un subconjunto del plano, ahora trabajamos con
tuplas (x1, 29, ..., 2,) dentro de un subconjunto del espacio n-dimensional.

Definicién 7.19 (Rango) El rango conjunto de X = (X1, Xo, ..., X,,) depende
de si las variables aleatorias son discretas o continuas:

= Caso Discreto: Si X;, Xs,..., X, son variables aleatorias discretas, el ran-
go conjunto es el conjunto de valores donde la funcién de masa de probabi-
lidad conjunta es estrictamente positiva:

Rx,. . x, ={(z1,...,2,) € Rx, X -+ X Rx, | Px,..x,(x1,...,2,) > 0}.

s Caso Continuo: Si Xi, X,,..., X, son variables aleatorias continuas, el
rango conjunto se define en términos de la funcién de densidad de probabi-
lidad conjunta:

RXl,...,Xn = {(131, A ,[En) € RX1 X X RXn | fX1,...,Xn(J717 c. ,{L‘n) > O}

\ J

Como ya se ha mencionado, el rango conjunto no necesariamente coincide con el
producto cartesiano de los rangos individuales, ya que ciertos valores pueden ser
imposibles o tener densidad cero.

Funciones de Masa de Probabilidad o Densidad Marginal

Como se menciond, si nos interesa analizar una sola variable aleatoria dentro de un
conjunto de multiples variables, es necesario obtener su distribucién marginal, la
cual describe su comportamiento sin considerar explicitamente a las demas. Esto se
logra eliminando las demés variables del andlisis mediante sumas (en el caso discreto)
o integrales (en el caso continuo), de manera anédloga a lo visto en el caso de dos
variables.

s )

Definicién 7.20 (PMF o PDF Marginal) La funcion de probabilidad o den-
sidad marginal de una variable X; se obtiene sumando (en el caso discreto) o
integrando (en el caso continuo) la funcién de probabilidad o densidad conjunta
sobre las restantes variables:

Px, (x;) = Z e ZZ e prl,xg,...,xn(ﬂih ey Tn),

Ti—1 Ti+1 Tn

para el caso discreto, y

f)Q(l’l) = / . / fX17X27._.7Xn(;U1, . ,.T}n) d(l?l . dxi,1d$i+1 c. d&?n,

para el caso continuo.
- J
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Esperanza

El concepto de esperanza para un vector aleatorio X = (X1, Xs,...,X,,), permite
calcular la esperanza como un vector cuyas componentes son las esperanzas indivi-
duales de cada variable. Asimismo, cuando trabajamos con una funcién de multiples
variables aleatorias, su esperanza se define mediante sumas o integrales, dependiendo
de si las variables son discretas o continuas.

Esperanza de un Vector

La esperanza de un vector aleatorio se define considerando la esperanza de cada una
de sus componentes de manera individual.

( A

Definicién 7.21 (Esperanza de un Vector Aleatorio) Si X =
(X1, Xo,...,X,) es un vector aleatorio, su esperanza se define como:

p=E[X] = (E[X;],E[Xs5],...,E[X,)]),
donde cada esperanza individual esta dada por:
= Caso Discreto:
miGin

s Caso Continuo:

E[X;] = /_ T e () das.

[e.e]
- J

Esperanza de una Funcién

Cuando se trabaja con una funcién de multiples variables aleatorias, su esperanza
se obtiene mediante sumas o integrales, dependiendo del tipo de variables.

Definicién 7.22 (Esperanza de una Funcién) Si g(Xi, Xs,...,X,) es una
funcién de n variables aleatorias, tal que g : R™ — R, su esperanza se define como:

s Caso Discreto:

Elg(X1,...,X,)] = Z . Zg(xl, cos o) Pxyox (T, 1),
T1 Tn

s Caso Continuo:

E[g(Xl,...,Xn)]:/ / g(z1, .o xn) o xa (X1, ) doy L dy,.

- J

Esta expresién permite calcular el valor esperado de cualquier funcién que dependa
de multiples variables aleatorias.

Varianza

Para un conjunto de n variables aleatorias, la varianza puede analizarse en los
contextos ya mencionados, en donde, seguiremos analizando el caso de una funcion.
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Varianza de una Funcién

La varianza de una funcién de multiples variables aleatorias, que mapea estas en el
espacio de los reales (R), esta dada por:

'd \

Definicién 7.23 (Varianza de una Funcién) Si g(Xi, Xs,...,X,) es una
funcion de n variables aleatorias, tal que g : R” — R, su varianza se define de la
siguiente manera:

s Caso Discreto:
Var(g(X1, ..., X)) = E [(g(X1,..., Xn) —Elg(X1,..., X))?]

donde la esperanza se calcula como

Elg(Xy,...,X,)] = Z e Zg(xl, e @) Pxy o x (T, ).
1 Tn

s Caso Continuo:
Var(g(Xi,..., X)) =E[(9(X1,..., Xn) —E[g(X1,..., X)),

donde la esperanza se calcula mediante

E[g(Xl,...,Xn)}—/ / g(xr, oo mn) fxyx, (@, .o ) doy - - - dy,.

. J

7.4.7 Funcion de Probabilidad o Densidad Condicional

La ocurrencia de un evento A con P(A) > 0, como se ha visto, modifica la distribu-
cién de las variables aleatorias bajo estudio. Si X = (X1, Xs, ..., X,,), la funcién de
probabilidad o densidad condicional describe su distribucién dentro de esta nueva
condicién, como se define a continuacion:

s Caso Discreto:

P(Xl :{L'l,XQ :ZEQ,...,Xn:l‘n,A)

Pxja(w1,m9,...,2, | A) = BA)
s Caso Continuo:
f > 7-~~7nx7x7"'7'rn dX
fX|A<x1?x2?"'vxn | A) = fA — I;)<114) 2 : )

donde la integral se toma sobre la regién del espacio de X que corresponde al
evento A.

Conocer el valor de algunas variables aleatorias también nos proporciona infor-
macion sobre la distribucion de otras. Cuando se tiene un vector aleatorio X =
(X1, X5,...,X,) v se conoce que algunas de sus componentes toman valores es-
pecificos, la funcién de probabilidad o densidad condicional nos permite redefinir la
distribucién de las restantes variables.
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( )\

Definicién 7.24 (PMF o PDF Condicional) Sea X = (X, X,,...,X,,) un
vector aleatorio y sea Y = (Xg41,...,X,) un subconjunto de sus componentes.
La funcion de probabilidad o densidad condicional de X; = (Xq,...,X}) dado
que Y =y se define como:

s Caso Discreto:

Px, x5, %0 (1,22, ..., Zp)

PXk+1,‘..,Xn (yk+17 s 7yn)

PX1 ..... Xi| Xpa 1500 Xn (331, <o, T | Yk+1y -+ - ,yn) =

Y

siempre que Py, . x, (Yrt1,---+Yn) > 0.

s Caso Continuo:

Ix1. X0, X0 (1, T2y oo, X))
le ----- Xk|Xk+17---7Xn($17"'7xk | yk+17'-'7yn) = L i Y n ;
ka+17~-~an (yk—i-l, - 7yn)
Siempre que ka+1 ----- Xn (yk+17 st 7y7’l) > 0
: J
Independencia

El concepto de independencia se mantiene independiente del ntimero de variables,
un conjunto de variables aleatorias es independiente si su distribucion conjunta es
el producto de sus distribuciones individuales, es decir, si conocer algunas de ellas
no afecta la distribucion de las demas. Para n variables, esto se define como sigue.

~N

p
Definicién 7.25 (Independencia de Mltiples Variables Aleatorias) Las
variables aleatorias Xy, Xs,..., X, son independientes si y solo si para cualquier
subconjunto {iy,1s,...,4} € {1,2,...,n} con 1 < k < n, se cumple que:

» Caso Discreto:

Px Xig s Xy, (xinwiz? s ’xik) = PXi1 (mil)PXiQ ($l2> s PXik (xlk)7

i1

para todo (x;,, Ti,, ..., x; ) €0 sus respectivos rangos.

s Caso Continuo:

th 1 Xy Xy, (xiu Ligy « - 7$ik) = inl (xi1)in2 (mlz) T ink (xlk)v

para todo (x;,, xi,, ..., ;) en el soporte de la distribucién conjunta.
- J

Es importante notar que esta condicion no solo debe cumplirse para el conjunto
completo de n variables, sino también para cualquier subconjunto de ellas. Si existe
al menos un subconjunto de variables que no satisface esta propiedad, entonces las
variables no son independientes. No obstante, es posible que solo algunos grupos de
variables sean independientes entre si, sin que todo el conjunto lo sea.

En términos de probabilidad condicional, las variables aleatorias Xy, Xo, ..., X,
son independientes si y solo si, para cualquier particién del conjunto de indices en
dos subconjuntos disjuntos {i1,...,it} y {j1,.--,Jm}, se cumple que:
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= Caso Discreto:

PXil:-..7X’ik|Xj17--~7ij (xi17 sy Ly, | Ljyyeo- ’_ijm) = PXH""’X% (:Eil’ e ’xik),
siempre que ijl,,,,7xj (%‘1, cee ,xjm) > 0.
s Caso Continuo:
an ,,,,, Xig | X150 X jm (@i miy [ Ty 25,) = inl’“"Xik (@irs -,
siempre que th,,.,,ij (%’1, e 7Ijm) > 0.

Sin embargo, en la mayoria de los fendmenos naturales y sociales, las variables estan
interrelacionadas de alguna manera, por lo que la independencia es una condicién
fuerte que debe verificarse cuidadosamente antes de asumirla.

Funcién de Miiltiples Variables Aleatorias Continuas

Si tenemos un vector aleatorio continuo X = (X3, Xs,...,X,) y aplicamos una
transformacién diferenciable U = ¢(X), donde g : R™ — R", nos interesa determinar
la densidad conjunta de U.

Cambio de Variable

Si realizamos una transformacién diferenciable e invertible g : R® — R”, tal que
U = ¢(X), entonces podemos expresar la densidad conjunta de U en términos de la
densidad conjunta de X.

r—[Teorema 7.3 Cambio de Variable en n Variables} <

Sea X = (Xi,Xy,...,X,) un vector de variables aleatorias continuas con
densidad conjunta fx(x), y sea g : R" — R" una transformacion diferenciable
e invertible. Definimos U = (Uy, Us, ..., U, ) como la transformacion:

U = ¢(X).
Entonces, la densidad conjunta de U se obtiene como:

fulw) = fx(g~'(w)) - |det Jy| ™,

donde J,; es la matriz Jacobiana de la transformacion g:

991 091 .. 991
8%1 8x2 amn
Jo(x)=| + :
99n 990 .. Ogn
ox1 Oxo 0zn

Generalizacion Cambio de Variable

Es importante recordar que algunas transformaciones (U, V) = ¢(X,Y’) no son in-
yectivas en todo su dominio. En estos casos, es posible dividir el espacio en regiones
donde la transformacion sea inyectiva y aplicar el resultado en cada una de ellas por
separado.
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r—[Teorema 7.4 Generalizacion del Cambio de Variable} N

Sea X un vector aleatorio continuo con densidad conjunta fx(x), y sea
g : R" — R™ una funcién diferenciable que no es globalmente inyectiva. Su-
pongamos que el dominio de g se puede particionar en regiones disjuntas R;,
donde g es inyectiva en cada una de ellas. En estas regiones, existen funciones
inversas locales p; : R™ — R", bien definidas en sus respectivos dominios.
Bajo estas condiciones, la densidad conjunta de U = g(X) se obtiene sumando
las contribuciones de cada regién:

fu(u) = fo@i(u)) |det Jy, |7

donde J,, es el Jacobiano de la transformacién inversa p;, evaluado en la
preimagen correspondiente:

90i1  Ooin . Ooin
oz Oxo O0zn
Jp (%) = : : : :
6Qi,n aQi,n . 8Qi,n
Ox1 Oxo Ozn,

Covarianza

En la mayoria de las veces en la vida cotidiana, las variables aleatorias no son
independientes, sino que estan relacionadas de alguna manera. En estos casos, el
conocimiento del valor de una variable puede proporcionar informacién sobre la
otra. Un caso comun de relacion entre variables es la dependencia lineal, donde
un aumento o disminuciéon en una variable puede estar asociado con un cambio
proporcional en otra. Para cuantificar esta relacion, introducimos la extitcovarianza,
que mide la dependencia lineal entre dos variables aleatorias.

Definicién 7.26 (Covarianza) Dadas dos variables aleatorias X e Y, la cova-
rianza entre ellas se define como:

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

La covarianza es 1til en estadistica y probabilidad, ya que permite medir la direccion
de la relacién entre variables aleatorias. Sin embargo, su valor numérico depende
de las unidades de las variables, por lo que resulta dificil interpretarla de manera
absoluta sin normalizacién.

Proposicién 7.1 }

Sea X e Y dos variables aleatorias. La covarianza se puede expresar como:

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].
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Demostracion: Por definicion, la covarianza entre dos variables aleatorias X e Y

se define como:
Cov(X,Y) =E[(X —E[X])(Y — E[Y])].

Desarrollamos el producto en el interior de la esperanza:
E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY — XE[Y] — YE[X]| + E[X|E[Y]].
Aplicamos la linealidad de la esperanza:
E[(X —EX]))(Y - E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y] - E[Y]E[X] + E[X]E[Y].
Observamos que los términos E[X|E[Y] se cancelan:
Cov(X,Y) =E[XY] - E[X]E[Y].

Propiedades

La covarianza posee diversas propiedades que facilitan su calculo e interpretacién:

» Relacién con la Varianza: La covarianza de una variable consigo misma es
su varianza:

Cov(X, X) = Var(X).
» Independencia: Si X e Y son independientes, entonces:

Cov(X,Y) =0.

Observacién. Si bien la independencia entre dos variables aleatorias X e Y
implica que su covarianza es cero, la inversa no necesariamente es cierta. Es
decir, si Cov(X,Y) = 0, esto no garantiza que X e Y sean independientes.

La covarianza mide unicamente la relacion lineal entre las variables, por lo
que su anulacién solo indica que no existe una dependencia lineal entre ellas.
Sin embargo, podrian estar relacionadas de manera no lineal y, por lo tanto,
no ser independientes.

Un ejemplo de esto ocurre si X es una variable aleatoria uniformemente dis-
tribuida en [—1,1] y definimos Y = X?2. En este caso, aunque Cov(X,Y) = 0,
X e Y no son independientes, ya que el valor de Y depende completamente
de X.

» Simetria: La covarianza es simétrica, es decir:

Cov(X,Y) = Cov(Y, X).

» Homogeneidad: Para cualquier constante a:

Cov(aX,Y)=aCov(X,Y).

» Invariancia ante traslaciones constantes: Para cualquier constante c:

Cov(X +¢,Y) = Cov(X,Y).
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» Aditividad: Para tres variables aleatorias X,Y, Z:
Cov(X +Y,7Z) =Cov(X,Z) + Cov(Y, Z).

= Expresién general para combinaciones lineales: Sea {X;}i";, v {Y;}}_,
dos conjuntos de variables aleatorias, y sean {a;}jZ; y {b;}}_, constantes,
entonces:

Cov (Z ale,Zb Y> Ziaibj Cov(X;,Y).

=1 j5=1

Ejemplo:

Supongamos que X e Y son dos variables aleatorias discretas con la siguiente funcion
de masa de probabilidad conjunta:

Pxy(z,y) |y=0 y=1 y=2
=0 01 02 01
=1 02 03 0.1

Primero, calculamos las funciones de masa de probabilidad marginales de X e Y
sumando sobre la otra variable, para la variable aleatoria X se tiene que:

Px(0) = Pxy(0,0) + Pxy(0,1) + Pxy(0,2) = 0,1 + 0,2+ 0,1 = 0,4,
Px(1) = Pxy(1,0) + Pxy(1,1) + Pxy(1,2) = 0,2+ 0,3+ 0,1 = 0,6.
Mientras que para la variable aleatoria Y:
Py (0) = Pxy(0,0) + Pxy(1,0) = 0,14+ 0,2 = 0,3,
Py(1) = Pxy(0,1) 4+ Pxy(1,1) = 0,24 0,3 = 0,5,
Py(2) = Pxy(0,2) + Pxy(1,2) = 0,1+ 0,1 =0,2.
Ahora, calculamos las esperanzas marginales:

ZxPX (0-0,4) + (1-0,6) = 0,6,

Zypy (0-0,3) + (1-0,5) +(2-0,2) =0,9.

A continuacion, calculamos E[XY]:

E[XY] = ZZ:L’@/PXY(QC Y)

Ty

=(0-0-0,1)+(0-1-0,2)+(0-2-0,1)
+(1-0-02)+(1-1-0,3)+(1-2-0,1)

=0+0+0+0+0,3+02=0,.

Finalmente, aplicamos la definicién de covarianza:

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y]

=0,5— (0,6 x 0,9)
=0,5—0,54
= —0,04.

Dado que la covarianza es negativa, esto indica que existe una relacion inversa entre
X e Y, es decir, cuando una de las variables aumenta, la otra tiende a disminuir.
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Matriz de Covarianza

Hasta ahora, hemos trabajado con la varianza de variables aleatorias individuales,
pero no hemos definido ain la varianza de un vector aleatorio. La razon es que, en
este caso, no basta con medir la dispersion de cada componente de forma aislada,
sino que también debemos capturar la relacion entre ellas. La varianza de un vector
aleatorio se define de la siguiente manera:

Var(X) = E[(X — E[X])(X - E[X])"].

Al desarrollar esta expresion, se obtiene una relacién que no solo mide la dispersiéon
de cada variable individualmente, sino que también describe cémo las diferentes
componentes de X interactian entre si. Es precisamente esta estructura la que da
origen a la matriz de covarianza, la cual captura la relacion lineal entre las variables
en el sistema.

'a —\
Definicién 7.27 (Matriz de Covarianza) Sea X = (X, X,...,X,)" un
vector de variables aleatorias. La matriz de covarianza de X es la matriz n X n
definida por:

Cov(Xy, X;) Cov(Xy, Xs) -+ Cov(Xy,X,)
Cov(Xq, X7) Cov(Xs, X5) -+ Cov(Xs, X,
¥ =Cov(X) = v .2 2 vl .2 2) ) vl .2 )
Cov(Xp, Xy) Cov(X,, X3) -+ Cov(X,,X,)

Cada entrada ;; representa la covarianza entre X; y X, es decir:
Zij = COV(XZ‘,X]‘).

Esta matriz proporciona una forma sistematica de analizar la relacion de depen-
dencia lineal entre las variables del vector aleatorio X, extendiendo la nocién de
varianza unidimensional al caso multivariado.

Propiedades

» Simetria: La matriz de covarianza es simétrica, es decir, X;; = ;.

= Varianzas en la diagonal: Los elementos diagonales de ¥ corresponden a
las varianzas de las variables aleatorias:

Zii = Var(XZ)

= Semidefinida positiva: Para cualquier vector a € R”, se cumple que:

a'Ya > 0.

» Independencia e independencia lineal: Si X; y X; son independientes,
entonces Cov(X;, X;) = 0.
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Correlacién

Uno de los inconvenientes de la covarianza es que su valor depende de las unidades de
las variables, lo que dificulta la comparacién entre diferentes pares de variables. Para
solucionar esto, se introduce la correlacion, una medida estandarizada que cuantifica
la relacién lineal entre dos variables aleatorias. A diferencia de la covarianza, la
correlacién es adimensional y estd acotada en el intervalo [—1,1], lo que permite
interpretar su magnitud de manera uniforme y compararla directamente en distintos
contextos.

( A

Definicién 7.28 (Coeficiente de Correlacién) Dadas dos variables aleatorias
X eY, el coeficiente de correlacion de Pearson se define como:
Cov(X,Y)

Ox 0Oy

p(X,Y) =

donde Cov(X,Y) es la covarianzaentre X e Y,y ox = y/Var(X) y oy = y/Var(Y)

son las desviaciones estandar de X e Y, respectivamente.

(& J

El coeficiente de correlacién es 1til porque estandariza la relacion entre dos va-
riables, facilitando su interpretacion sin importar sus escalas. La correlacion mide
unicamente la relacion lineal entre las variables, por lo que valores cercanos a cero
no implican ausencia de relacion, sino simplemente la falta de una dependencia li-
neal. En la préactica, se utiliza el coeficiente de correlacion para evaluar la intensidad
de la relacion entre dos variables y su posible aplicacién en modelos predictivos de
Machine Learning.

Propiedades

El coeficiente de correlacion posee varias propiedades fundamentales que permiten
interpretar su comportamiento y utilidad en la relacién entre variables aleatorias:

s Acotacion:
-1 <p(X,Y) <1

Este resultado garantiza que la correlacion siempre se mantenga dentro de este
intervalo, actuando como una medida de relacién normalizada.

= Simetria:

p(X, Y) = p(Y,X).

La correlacién no depende del orden en el que se consideren las variables.
» Relacién con la independencia: Si X e Y son independientes, entonces:
p(X,Y)=0.

Sin embargo, la inversa no necesariamente es cierta: una correlacién nula solo
implica ausencia de dependencia lineal, pero las variables podrian estar rela-
cionadas de forma no lineal.

s Casos extremos:

p(X,Y)=1 siY =aX+b, cona>0.
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p(X,)Y)=—-1 siY =aX+b, cona<D0.

Un coeficiente de correlacion de +1 indica una relacion lineal perfecta entre las
variables, es decir, todos los puntos de (X,Y’) se encuentran sobre una linea
recta.

= Invarianza ante transformaciones afines: Si X* =aX +beY* =Y +d,

con a,c > 0, entonces:
p(X*,Y") = p(X,Y).

Esto significa que la correlacion es invariante ante cambios de escala y trasla-
ciones en las variables.

» Dependencia de la varianza: Si Var(X) =0 o Var(Y') = 0, entonces:
p(X,Y) no estd definida.

Esto ocurre porque la correlacién se normaliza por las desviaciones estandar,
y si una variable tiene varianza cero, su desviacion estandar es cero, lo que
genera una indeterminacién en la férmula.

Ejemplo:

Utilizando el ejemplo anterior donde calculamos la covarianza entre X e Y, ahora
determinaremos el coeficiente de correlacién p(X,Y’). Supongamos que X e Y son
dos variables aleatorias discretas con la siguiente funcién de masa de probabilidad
conjunta:

Pyy(zy) |y=0 y=1 y=2
=0 | 01 02 01
r=1 | 02 03 01

Recordemos que la correlacion se define como:
B Cov(X,Y)
V/Var(X)/Var(Y)

A partir del calculo previo, ya conocemos:

p(X,Y)

Cov(X,Y) =—0,04, E[X]=06, E[}Y]=00.

Ahora, calculamos la varianza de X e Y. Para calcular la varianza, determinamos
E[X?] y E[Y?]:

E[X?] =) 2”Px(z) = 0°(0,4) + 17(0,6) = 0.6,

E[Y?] =) y*Pr(y) = 0°(0,3) + 17(0,5) + 2%(0,2) = 1,3.

Finalmente, las varianzas son:

Var(X)
Var(Y)

E[X? — (E[X])? = 0,6 — (0,6)*> = 0,6 — 0,36 = 0,24,
E[Y?] — (E[Y])? = 1,3 - (0,9)* = 1,3 — 0,81 = 0,49.
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Sustituyendo estos valores en la formula de la correlacion:

—0,04
XY)=— "~
PXY) = st oh
0,04
- /0,24 x0,7
~0,04
- "~ 0,117
0,343 ’

El coeficiente de correlacion p(X,Y) ~ —0,117 indica que X e Y tienen una débil
relacion lineal negativa. Esto significa que, en promedio, cuando X aumenta, Y
tiende a disminuir ligeramente.

Distribuciones Conjuntas Conocidas

Distribucion Multinomial

La distribucion multinomial es una generalizacion de la distribucién binomial para
multiples categorias. Modela el nimero de veces que ocurren distintos resultados en
un experimento con n ensayos independientes, donde cada ensayo puede tener uno
de k posibles resultados con probabilidades fijas.

'd \
Definiciéon 7.29 (Distribucién Multinomial) Un vector aleatorio X =
(X1, X, ..., X}y) sigue una distribucion multinomial X ~ Multinomial(n, p) con
p = (p1,p2,---,Dk) si cuenta la cantidad de veces que ocurren k posibles resulta-

dos en n ensayos independientes, donde cada resultado ocurre con probabilidad
. k
fija pi y 2 i pi = 1.

» Funcién de Masa de Probabilidad (PMF):

n!
PX1:ZE1...Xk:ZEk: i 12...3%
( ) ) ) zl'xQ'xk'pl p2 pk )

. k
donde 1, x5, ...,z son valores enteros no negativos tales que » ., z; = n.

. J

La distribuciéon multinomial se utiliza en problemas donde se cuentan eventos que
pueden caer en diferentes categorias. Algunos ejemplos incluyen:

» (Clasificacion de respuestas en una encuesta con multiples opciones.
» Resultados de lanzar un dado n veces y contar cuantas veces cae cada nimero.

= Modelado de la frecuencia de palabras en un texto en funcién de categorias
predefinidas.
Propiedades
» Esperanza y Varianza: Para cada categoria i, la esperanza y varianza de
X, estan dadas por:
Var(X;) = np;(1 — p;).
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= Covarianza entre categorias: Para cualquier par de categorias distintas ¢
yJ
Cov(X;, X;) = —np;p;j.
La covarianza es negativa porque un aumento en una categoria implica una
reduccion en otra, dado que Y X; = n.

» Distribuciones marginales: Si X ~ Multinomial(n, p), entonces cada va-
riable individual X; sigue una distribucién binomial:

X; ~ Binomial(n, p;).

» Suma de vectores multinomiales: Si X; ~ Multinomial(ny,p) y Xg ~
Multinomial(ns, p), y son independientes, entonces su suma también sigue una
distribucién multinomial:

X1 + Xy ~ Multinomial(n; + ng, p).

Ejemplo:

Supongamos que lanzamos un dado equilibrado de seis caras n = 10 veces y queremos
conocer la probabilidad de obtener exactamente xy = 2 unos, xo = 3 doses, x3 =
1 tres, x4 = 1 cuatro, x5 = 2 cincos y ¢ = 1 seis. Dado que cada cara tiene
una probabilidad de p; = %, la probabilidad se calcula con la funcién de masa de
probabilidad:

10! 1 24+3+1+1+2+1
P(X:1=2,X=3X3=1,X;,=1,X5=2,Xg=1) ' ( >

~ 213111112111 \ 6

10! 1\ "
— 21311111211 (6) '

Distribucion Multinormal

La distribucion multinormal es una generalizacién de la distribucion normal a multi-
ples variables aleatorias.

( A\

Definicién 7.30 (Distribucién Multinormal) Un vector aleatorio X =
(X1, X, ..., X,) sigue una distribucion multinormal X ~ N, (@, X), si cualquier
combinacion lineal de sus componentes tiene una distribucién normal. Donde:

w = (p1, p2, - .., o) es el vector de medias.
» ¥ es la matriz de covarianza de tamano n x n, donde 3;; = Cov(X;, Xj;).

» Funcién de Densidad de Probabilidad (PDF):

1 1 Te-1
fx(x) = WGXP (—§(X —p) I (x— H)) ;

donde |X| denota el determinante de la matriz de covarianza.
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La distribucion multinormal aparece en numerosas aplicaciones estadisticas, espe-
cialmente en problemas de estimacion y clasificacién. Se utiliza cuando las variables
tienen una relaciéon conjunta con estructura normal. Algunos ejemplos incluyen:

= Modelado de errores en métodos de regresion multivariada.

= Representacion de la distribucion de caracteristicas en modelos de aprendizaje
automatico.

= Andlisis de series de tiempo multivariadas con correlacién entre variables.

Propiedades

» Marginales normales: Si X ~ N, (u,X), entonces cada componente X
sigue una distribucién normal univariada:

X~ N(Hu En)

» Distribucién de subconjuntos: Si X ~ N, (u, ), y tomamos un subcon-
junto de m < n variables, este subconjunto también sigue una distribucién
normal:

Xm ~ Nm([.l,m, Em)a

donde u,,, y 3, son los pardmetros correspondientes en gy 3.

» Independencia y Covarianza: Si X ~ N, (u,X), entonces X; y X, son
independientes si y solo si Cov(X;, X;) =0, es decir, si ¥;; = 0.

» Transformaciones lineales: Si X ~ N, (u,X) y A es una matriz de dimen-
siones m X n, entonces el vector transformado

Y=AX+b
sigue una distribucién normal de dimension m:

Y ~ N, (Ap+b,AZAT).

Ejemplo:

Supongamos que X = (X7, X3) sigue una distribucién multinormal bivariada con:

2 1 05
“_&y E_kﬁ A'
Queremos calcular la probabilidad de que X tome valores en un subconjunto dado.

Para encontrar la densidad en un punto particular, evaluamos la funciéon de
densidad conjunta:

fx(.l‘l,xg) = WGXI) (_%(X — H)Tz—l(x — I,l,)) .

Calculando el determinante y la inversa de 3, podemos encontrar la densidad en un
punto especifico. Esto nos permite modelar fenémenos donde dos variables tienen
una relacion lineal con dependencia normal.
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Estadisticos de Orden

En muchos problemas, no solo nos interesa conocer el comportamiento global de una
muestra, sino también identificar sus valores mas bajos, mas altos o ciertos cuantiles
intermedios. En problemas de confiabilidad, por ejemplo, es crucial determinar el
primer tiempo de falla de un sistema para prever su mantenimiento. En economia, el
analisis de ingresos no se enfoca tinicamente en la media, sino en cémo se distribuyen
los valores, lo que se refleja en cuantiles como la mediana o el percentil 90. En
meteorologia, comprender los valores extremos es esencial para modelar eventos
climéticos adversos.

Dado un conjunto de n variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas (i.i.d. ), ordenar sus valores nos permite obtener una estructura que facilita
el estudio de estos aspectos. Esta nueva secuencia de variables, conocidas como es-
tadisticos de orden, no solo describe los valores mas relevantes dentro de la muestra,
sino que también juega un papel clave en inferencia estadistica y teoria de valores
extremos.

( ™

Definicién 7.31 (Estadisticos de Orden) Sean X, Xs, ..., X,, variables alea-
torias continuas i.i.d. con funcién de densidad f(z) y funcién de distribucién
acumulada F'(x). Definimos los estadisticos de orden como las variables aleatorias
obtenidas al ordenar la muestra en orden creciente:

Xay =min(Xy, Xp, ..., X)), (valor minimo)
X(2) = segundo menor de X1, Xy, ..., X,, (segundo menor)
Xy = max(Xy, Xo, ..., X,). (valor méximo)

Cada X ;) representa el i-ésimo valor mas pequeno de la muestra, es decir, Xy <
X(g) < -+ < X(p) forma la version ordenada de la muestra original.

. J

Funcién de Distribucién Acumulada de los Estadisticos de Orden

Al ser variables aleatorias independientes, podria pensarse que la probabilidad de
que el k-ésimo estadistico de orden sea menor que un valor dado simplemente sigue la
funcién de distribucién acumulada (CDF) de la distribucién original. Sin embargo,
el problema es mas sutil, cuando analizamos la distribucién de un estadistico de
orden, estamos considerando multiples configuraciones posibles de la muestra.

Para que X() < z, necesitamos que al menos k valores de la muestra sean
menores o iguales a z. En otras palabras, no basta con que un solo valor sea menor
que x, sino que debe cumplirse esta condiciéon para al menos k de ellos. A su vez,
los valores restantes pueden ser menores, iguales o mayores a .

Notamos que podemos modelar cada valor X; de la muestra como una variable
Bernoulli que indica si X; < x. En este caso, cada X; contribuye con un valor de 1
con probabilidad F'(z) y con un valor de 0 con probabilidad 1 — F'(x). Dado que no
nos interesa el orden especifico en el que ocurren estos eventos, y aprovechando la
propiedad de independencia, el nimero total de valores en la muestra que cumplen la

Apunte de Cdtedra IN3141 - Probabilidades



7.8.2

108 7.8. Estadisticos de Orden

condicién sigue una distribucion binomial Bin(n, F'(x)), lo que nos lleva a la siguiente
expresion.

'a \
Definicién 7.32 (Funcién de Distribucién Acumulada de un Estadistico

de Orden) Sea X ;) el k-ésimo estadistico de orden en una muestra de n variables
aleatorias i.i.d. con funcién de distribucién acumulada F'(x). Entonces, la funcion
de distribucion acumulada de X ) estd dada por:

Fra) = P00y < 2) = 3 (7))L - P

=k

& J

Cada término en la sumatoria representa la probabilidad de que exactamente j de
los n valores sean menores o iguales a x, mientras que los restantes n — j sean
mayores. Como nos interesa la probabilidad de que al menos k valores cumplan esta
condicién, debemos considerar todos los casos en los que 7 > k.

La sumatoria acumula estas probabilidades, asegurando que contabilizamos to-
das las formas en que el k-ésimo menor valor pueda ser menor o igual a x. Si solo
consideraramos el caso j = k, subestimariamos la probabilidad total. Asi, la CDF
del estadistico de orden X, se obtiene sumando desde j = k hasta j = n, cubriendo
todas las configuraciones posibles.

Funcién de Densidad de los Estadisticos de Orden

Dado lo que conocemos sobre las variables aleatorias y su distribucién, es posible
determinar la funcién de densidad de probabilidad (PDF) de un estadistico de or-
den a partir de su funciéon de distribuciéon acumulada. En particular, al derivar la
expresion obtenida para Fx,, (x), obtenemos su densidad de probabilidad.

,—[Proposicién 7.2 Funcién de Densidad de un Estadistico de Orden)s

Sea X () el k-ésimo estadistico de orden en una muestra de n variables aleato-
rias i.i.d. con funcién de densidad f(z) y funcién de distribucién acumulada
F(x). Su funcion de densidad de probabilidad estd dada por:

n!

Frw® = oy P @@~ Fa)' S @),

Esta expresion describe la distribucion del k-ésimo estadl’stico de orden en una mues-
tra de tamano n. El coeficiente combinatorio —k, cuenta las formas de elegir
los valores menores y mayores a x. La probablhda(f de que k—1 valores sean menores
es F(x)k~1, mientras que la de que n — k valores sean mayores es (1 — F(x))"*.
Finalmente, el término f(z) ajusta la densidad al intervalo infinitesimal, asegurando
una distribucion valida.

Demostracién: Partimos de la funcién de distribucién acumulada del estadistico
de orden X,

Fy, (2) = i (”) Fz) (1 — F(x))".

=k
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Para obtener la densidad de X (), derivamos ambos lados con respecto a x:

fxg (@) = % Xn: (n) F(z) (1 — F(z))" .

=k N
Aplicando la linealidad de la derivada:

n n\ d . i
o) =3 (1) - (PGP~ Pl
=k N/
Utilizamos la regla del producto para derivar el término dentro de la sumatoria:

d
ar
= JF(@p (1= F(2))"

[F(z) (1= F(z))"]

d . i n—j—1 d
T F(@) + (= j)F(2)(1 - F(x)) L= F(2).

Como LF(z)= f(z) y £(1 - F(z)) = —f(x), sustituimos:
= jF (@) (1 = F(2))" 7 f(z) = (n = j)F(2)’(1 = F(2))" 7~ f(2).
Factorizamos por f(z):

a
dx

Sustituyendo en la sumatoria:

[F(a)(1 = F(2))"7] = f(x) [[F) (1 = F(2))"™ = (n = j)F(x)’ (1 = F(z))"77].

P (@) = () 3 (?) F ) (1 = F@)"™ = (n = j)F()’ (1 = F(x))" 7]

Jj=k

Separando ahora la sumatoria en dos, tenemos:

Fro (@) = f(2) [ZJ (7) a0 - py - Zk(” (3 rera- F(x))njll |

j=k P

Notemos que, en los coeficiones binomiales se tiene lo siguiente:

)=o)+ o))

Asi, podemos reescribir la expresion como:

n

i) [Z R L O 5 (") Fera- F(x))m-”-j] .

j=k J = j=k
Observamos que la primera sumatoria se puede descomponer como:

n

ZE:(n__1)way_%1“Fﬂw)W—U—U—n

o N

_ (Z - i) P - @)+ 3 (” ) 1) F(a)i=}(1 = F(z))=)-6-1),

jmer1 M T 1
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Mientras que la segunda sumatoria se reescribe como:

n—1 n—1 n n—1

}:(, y%WG—F@W“WL:§:<. )erm_pwwwmwu
=k N J o1 N T 1

Vemos que las sumatorias restantes en ambas expresiones son idénticas y se cancelan
entre si, dejando Unicamente:

n—1

Fro(a) = 2} @0 P (o)

Finalmente, recordando que:

Obtenemos la expresion final:

n!

(k—Dl(n—k)!

fxg (@) = F(z)*'(1 = F(2))"" f(2).

Funcién de Densidad Conjunta de los Estadisticos de Orden

Dado que el eje central de este capitulo es la distribucién conjunta, resulta pertinente
definir la distribucion conjunta de los estadisticos de orden. Para ello, recordemos
que si las variables aleatorias son independientes, su densidad conjunta se obtiene
como el producto de sus densidades marginales.

En este caso, las variables originales X7, X5, ..., X}, son independientes e idénti-
camente distribuidas (i.i.d.), por lo que su densidad conjunta es:

fX17X27...,Xn(1‘17'I27 s ,ZL‘n) = f(xl)f(x2> o f([En)

Sin embargo, al considerar los estadisticos de orden (X, X(2), ..., X(n)), la distin-
cion entre las variables originales desaparece. Es decir, cualquier permutacion de los
valores iniciales genera la misma secuencia ordenada.

Dado que hay n! formas de ordenar una muestra de n elementos, cada una de
estas contribuye de manera equivalente a la probabilidad total de que los valores
ordenados sean exactamente (X(1y, X(2),..., X))

Definicién 7.33 (Densidad Conjunta de los Estadisticos de Orden)
La densidad conjunta de los estadisticos de orden se define como:

IX (00X ) (@1, ... @) = nlf(xy) f(@2) - fn), o1 <29 <o <.

Esta expresion muestra que la densidad conjunta de los estadisticos de orden no solo
depende de la densidad original f(x), sino también del nimero de formas en que
los valores de la muestra pueden organizarse. La restriccién 1 < 2o < --- < x,, es
crucial, pues asegura que trabajamos con la versién ordenada de la muestra y no
con cualquier permutacién arbitraria.
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Distribuciones del Minimo y Maximo

Dado un conjunto de n variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das (i.i.d.) con funcién de distribucién acumulada (CDF) F'(z) y funcién de densidad
(PDF) f(z), podemos determinar la distribucién de los extremos de la muestra.

Distribucién del Minimo

El valor minimo de la muestra, denotado como X(y), es el menor de los valores obser-
vados. Su funcién de distribucién acumulada se obtiene considerando que X(;) < @
si al menos un valor en la muestra es menor o igual que x, lo cual equivale al
complemento del evento donde todos los valores son mayores que x:

Fx () =P(Xy <2)=1-P(X; >2, Xy >2,...,X, > 7).

Dado que las variables son independientes, la probabilidad conjunta es el producto
de las probabilidades individuales:

Fx, (x)=1—(1— F(x))".
La funcién de densidad de X(;) se obtiene derivando su CDF":
fxo (@) = n(l = F(x))"" ().

Distribucién del Maximo

El valor maximo de la muestra, denotado como X, es el mayor de los valores obser-
vados. Su funcién de distribucién acumulada se obtiene considerando que X(,) < @
si y solo si todos los valores de la muestra son menores o iguales a x:

FX(n)(x) =PX; <z, Xo<uz,... X, <x).

Por independencia, esto es:
Fx (z) = F(z)".

La funcién de densidad del maximo se obtiene derivando la CDF:

X (@) = nF ()" f(2).
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Capitulo 8

Propiedades de la Esperanza

El concepto de esperanza juega un papel esencial en la teoria de probabilidad, ya
que nos permite describir el comportamiento promedio de una variable aleatoria. Sin
embargo, su utilidad va mucho mas alla de un simple promedio, en muchas aplica-
ciones, necesitamos entender cémo se comporta la esperanza cuando incorporamos
nueva informacién, cuando combinamos variables aleatorias o cuando buscamos ca-
racterizar una distribuciéon de manera mas profunda.

Por ejemplo, en prondsticos financieros, la esperanza condicional permite actua-
lizar nuestras estimaciones con base en nueva informaciéon. En modelos de riesgo, la
varianza total nos ayuda a distinguir entre incertidumbre inherente y variabilidad
explicada por factores observables.

Ademas, descubriremos que la esperanza es una concepto que nos permite des-
cifrar las distribuciones y sus relaciones. En particular, la funcién generadora de
momentos (FGM) nos permitira capturar informacién completa sobre una distribu-
cién a partir de sus momentos, lo que facilita el estudio de la suma de variables
aleatorias y la identificacién de familias de distribuciones con propiedades especifi-
cas.

Esperanza Condicional

En el capitulo anterior estudiamos la distribucién conjunta de dos variables aleato-
rias y como la informacion sobre una de ellas afecta la otra a través de la probabilidad
condicional. Ahora, nos interesa analizar como esta informacién influye en su valor
esperado, lo que nos lleva al concepto de esperanza condicional.

s N
Definicién 8.1 (Esperanza Condicional) Dada una variable aleatoria X y
otra variable Y, la esperanza condicional de X dado Y = y representa el valor
esperado de X bajo la condicion de que Y ha tomado un valor especifico. Su
expresion depende del tipo de variables:

s Si X e Y son discretas:

EX|Y =yl=> x Pxy(z|y).

TERX

» Si X e Y son continuas con densidad condicional fxy(z | y):

o0

BX Y =y = [ o favle]y)de

—0o0
. J

La esperanza condicional extiende el concepto clasico de esperanza, ajustandolo en
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funcion de la informacion adicional proporcionada por Y.

Propiedades

La esperanza condicional cumple las mismas propiedades de la esperanza tradicional,
entre ellas:

= Independencia: Si X e Y son independientes, entonces:
Elg(X) | Y] =E[g(X)].

Es decir, conocer Y no proporciona informacién adicional sobre X.

» Linealidad: Si g(X) y ~(Y) son funciones, se cumple:

Elg(X)-h(Y) | Y] =h(Y)-Elg(X) | Y].
Esto permite separar términos que dependen exclusivamente de Y, pues se
consideran como constantes.
Ejemplo:

= Caso Discreto: Supongamos que el nimero de productos X comprados por
un cliente depende del tipo de cliente Y, donde:

e Y = 0 representa compradores ocasionales (60 % de los clientes).

e Y =1 representa compradores frecuentes (40 % de los clientes).

Las distribuciones condicionales de X son:

X [0 1 2
P(X|Y=0)[05 04 0.1
P(X|Y=1)]02 03 05

Calculamos la esperanza condicional de X dado que el cliente es ocasional
(Y =0):
EX|Y=0=(0-05)4+(1-0,4)+(2-0,1)
=0+0,4+0,2=0,6.

Para los compradores frecuentes (Y = 1):

E[X|Y =1]=(0-0,2)+ (1-0,3)+ (2-0,5)
—04+03+1,0=13.

Estos valores representan el nimero esperado de productos comprados por
cada tipo de cliente.

» Caso Continuo: Sea X | Y = y una variable aleatoria con distribucién
normal:
X|Y=y~Ny+1,4).
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Es decir, dado Y = y, la densidad condicional de X es:

_ 1 (= (y+1))?
fX|Y(95 | y) = \/%exp (—T> .

La esperanza condicional se obtiene como:

o0

BIY Y =y = [ o for(e [ p)de

— 00

Como X | Y = y sigue una distribucién normal N (y + 1,4), se conoce que su
esperanza es el valor esperado de la normal:

EX|Y=yl=y+1

Varianza Condicional

En la seccién anterior estudiamos la esperanza condicional como una forma de rede-
finir el valor esperado de una variable aleatoria cuando se conoce informacion sobre
otra. Sin embargo, la esperanza no describe completamente la dispersiéon de una
variable. Para comprender como varia X dado que Y ha tomado un valor especifico,
introducimos la varianza condicional.

4 N\

Definicién 8.2 (Varianza Condicional) Dada una variable aleatoria X y otra
variable Y, la varianza condicional de X dado Y = y mide la dispersion de X
alrededor de su esperanza condicional. Se define como:

Var(X |V =y) = E[(X —E[X |V =y])* |V =y].

. J

Al igual que la varianza clasica, esta cantidad nos permite cuantificar la incerti-
dumbre de X, pero ahora considerando tinicamente los valores de X dentro de cada
subconjunto definido por Y.

Propiedades

La varianza condicional cumple con varias propiedades analogas a las ya vistas:

= No negatividad:
Var(X | Y) > 0.

La varianza condicional siempre es no negativa, pues es una esperanza de un
cuadrado.

= Linealidad con escala: Si a es una constante, entonces:

Var(aX | Y) = a® Var(X | Y).

» Independencia: Si X e Y son independientes, entonces:

Var(X | Y) = Var(X).
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= Relacion con la Esperanza Condicional: A partir de la definiciéon, pode-
mos expresar la varianza condicional como:

Var(X | Y) = E[X? | Y] - E[X | Y]

Ejemplo:

Usando los ejemplos anteriores:

= Caso Discreto: Recordemos que las esperanzas condicionales eran:

EX|Y=0=06, EX|Y=1=1,3.
Ahora, calculamos la varianza condicional para Y = 0:

Var(X | Y =0)= > (z—0,6)*Pxy(z | 0)
= (0 —0,6)%(0,5) + (1 — 0,6)%(0,4) + (2 — 0,6)%(0,1)
= (0,36)(0,5) + (0,16)(0,4) + (1,96)(0,1)
= 0,18 + 0,064 + 0,196 = 0,44.

ParaY =1:

Var(X | Y =1)= > (z—1,3)*Pxy(z | 1)
= (0 —1,3)%(0,2) + (1 — 1,3)%(0,3) + (2 — 1,3)%(0,5)
= (1,69)(0,2) + (0,09)(0,3) + (0,49)(0,5)
= 0,338 + 0,027 4+ 0,245 = 0,61.

» Caso Continuo: Para el caso en que X | Y = y sigue una distribucién normal:

X|Y =y~Ny+1,4).

Como la varianza de una normal N (1, 0?) es simplemente o2, tenemos:

Var(X | Y =y) = 4.

Ley de la Esperanza Total

Al calcular la esperanza condicional de X dado Y = y, estamos fijando un valor
especifico de Y y evaluando el comportamiento de X bajo esa condicion. Sin embar-
go, en la mayoria de los problemas, Y es una variable aleatoria cuyo valor ain no
conocemos. En este sentido, la esperanza condicional E[X | Y] no es solo un nime-
r0, Sino una nueva variable aleatoria que depende de Y, y que toma dicho valor con
probabilidad P(Y = y).

Por esto, para obtener la esperanza de X, debemos promediar la esperanza con-
dicional E[X | Y] sobre todos los posibles valores de Y, por la probabilidad de cada
uno de estos valores. Esto nos lleva a la ley de la esperanza total, la cual establece
que la esperanza de X puede descomponerse en funcion de Y.
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,—[Teorema 8.1 Ley de la Esperanza Total]

Sea X una variable aleatoria y Y otra variable aleatoria con funcién de pro-
babilidad Py (y) o densidad fy(y). La esperanza total de X se expresa como:

E[X] = Ey[Ex[X|Y]]
Es decir:

= SiY es una variable discreta con valores en Ry:

EX]= ) EX|Y =y Py

yERy

» SiY es una variable continua con funcién de densidad fy (y):

Bx) - [ TEX|Y =y fr) dy.

[e.e]

Demostracién:

Demostraremos el resultado para los casos discreto y continuo por separado.

= Caso Discreto: Si Y es una variable discreta con valores en Ry, la esperanza
de X se define como:

Px vy (z,y)
Py (y)

Utilizando la probabilidad condicional Pxy(z | y) = , podemos rees-

cribir Py (x) en términos de Y:
Px(z) = Z Pxy (x| y) Py (y).
yERy
Sustituyendo esto en la expresion de la esperanza:
E[X] = Z x Z Pxy (x| y) Py (y).
TERX yERy

Cambiando el orden de la sumatoria:

E[X] = Z Py (y) Z zPyy (x| y).

YyERy TERX

Reconociendo la esperanza condicional:

E[X]= ) E[X|Y =ylP(y) = Ev[Ex[X|Y].

yERy

= Caso Continuo: Si X y Y son variables continuas, partimos de la definicién

de esperanza:
oo

E[X] = /_ v fx () dr.

(o)
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_ fxy(zy)

Utilizando la densidad condicional fxy(z | y) = 7y > podemos escribir

fx(x) en términos de Y:

o) = [ (e | o) () dy.

Sustituyendo en la expresion de la esperanza:

Bix= [ o ([ vt Lt ) as

Intercambiando el orden de integracion:

B = [ vl ( R dx) .

Reconociendo la esperanza condicional:

BUX) = [ BIX Y = y)fr() dy = By [Ex[XIV].

Ejemplo:

= Caso Discreto: Supongamos que en un almacén, un cliente puede realizar
una compra con una probabilidad de 0,7 o salir sin comprar con probabilidad
0,3. Definimos la variable aleatoria X como el monto gastado por el cliente, y
Y como un indicador de si realizé6 una compra:

v 1, si compra (con probabilidad 0,7)
B 0, sino compra (con probabilidad 0,3)

Las distribuciones condicionales de X son:

E[X | Y =1] =50, (si compra, gasta en promedio 50)
E[X |Y =0] =0, (sino compra, gasta 0).

Aplicando la ley de la esperanza total:

EX]= ) E[X|Y =y Py(y)

= (50-0,7) 4 (0-0,3) = 35.

Esto indica que el gasto promedio por cliente, considerando que algunos no
compran, es de 35.

» Caso Continuo: Supongamos que el tiempo de vida (en afios) de una bateria
sigue una distribucién condicional normal:

XY =y~N(y1).
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donde Y representa una caracteristica del material de la bateria y sigue una
distribucién uniforme Y ~ U (4, 6).

La esperanza condicional es:

EX Y =yl =y

Aplicando la ley de la esperanza total:

EX | Y =ylfy(y) dy

6
1
=d
ZUQ?J

6
/y@-
4
Resolviendo la integral:

116«
212], 2\2 2
1.3 16\ 1 1

Por lo tanto, la vida media de la bateria, considerando la variabilidad en el
material, es de 5 anos.

Ley de la Varianza Total

Al igual que la esperanza, al condicionar X sobre una variable aleatoria Y, la va-
rianza de X sigue siendo una variable aleatoria. Sin embargo, debido a la naturaleza
cuadratica de la varianza, su descomposicién no se obtiene de la misma manera
que en la ley de la esperanza total. En lugar de una simple combinacién lineal, la
variabilidad total de X se divide en dos componentes, una que mide la dispersion
de X dentro de los subconjuntos definidos por Y y otra que refleja la variabilidad
entre estos subconjuntos. Esta descomposicién es lo que conocemos como la ley de
la varianza total.

,—[Teorema 8.2 Ley de la Varianza Total} \

Sea X una variable aleatoria y Y otra variable aleatoria con la que puede
estar relacionada. Entonces, la varianza de X satisface:

Var(X) = E[Var(X | Y)] + Var(E[X | Y]).

J

El termino E[Var(X | Y')] mide la variabilidad de X dentro de los subconjuntos defi-
nidos por Y, es decir, cudnta dispersion existe en X cuando Y es conocido. Mientras
que,Var(E[X | Y]) captura la variabilidad de los valores esperados condicionales de

X, es decir, cuan dispersa estd la media condicional E[X | Y] entre distintos valores
de Y.
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Demostracion: Sea la definicion de varianza en términos de esperanza:
Var(X) = E[X?] — E[X]%.
Utilizando la ley de la esperanza total:
E[X] —E[E[X | Y], E[X?-E[E[X?|Y]]
Expresamos E[X? | Y] en términos de varianza y esperanza condicional:
E[X?|Y] = Var(X | Y)+E[X | Y]~
Tomando esperanza en ambos lados:
E[X?] = E[Var(X | V)] + E[(E[X | Y])?].

Sustituyéndolo en la ecuacion original de la varianza:

Var(X) = E[Var(X | V)] + E[(E[X | Y])*] — (E[X])”
[Var(X | V)] + E[(E[X | Y])*] - E[E[X | Y]]*

[Var(X | Y)] 4 Var(E[X | Y]).

E
E

Ejemplo:

Utilizando los mismos ejemplos de la Ley de la Esperanza Total, calcularemos la va-
rianza total de X aplicando la descomposicién en términos de la varianza condicional
y la varianza de la esperanza condicional.

= Caso Discreto: Recordemos que en el problema del gasto en un almacén,
tenemos:

E[X | Y =1] =50, EX|Y =0] =0,
Var(X | Y =1) = 100, Var(X | Y =0) =0.
Calculamos la esperanza de X, que ya obtuvimos como:
E[X] = 35.
Ahora, calculamos la esperanza de la varianza condicional:
E[Var(X | V)] = 3 Var(X | Y = y) Py (y)

yERy
= (100-0,7) + (0-0,3) = 70.
Luego, calculamos la varianza de la esperanza condicional:
Var(B[X | Y]) = ) (B[X | Y =y] - E[X])*Py(y)
yERy

= (50 — 35)*- 0,7+ (0 — 35)*- 0,3
= (15)*- 0,7+ (-=35)*-0,3
=225-0,7+1225-0,3 = 157,5 4+ 367,5 = 525.

Aplicando la Ley de la Varianza Total:
Var(X) = E[Var(X | Y)] + Var(E[X | Y]) = 70 + 525 = 595.
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= Caso Continuo: En el ejemplo de la duraciéon de las baterias, sabemos que
X |Y =y~ N(y,1), por lo que su varianza condicional es:

Var(X | Y =y) = 1.

Como Y ~ U(4,6), la esperanza de la varianza condicional es:
6 1
E[Var(X | Y)] = / 1- idy =1.
4

Ahora, calculamos la varianza de la esperanza condicional. Sabemos que:
EX|Y =yl =y.
Y ya calculamos que:
E[X] = 5.
La varianza de Y en un intervalo uniforme es:

Cb-aP (642 4 1
Var(Y)=—p—="—1"=5~3

Como E[X | Y] =Y, se cumple que:
1
Var(E[X | Y]) = Var(Y) = 3
Aplicando la Ley de la Varianza Total:

Var(X) = E[Var(X | V)] + Var(E[X | Y]) = 1 + % ==

4

Por lo tanto, la varianza total de la vida 1til de las baterias es 3

Suma de Variables Aleatorias

La suma de variables aleatorias es un concepto utilizado para modelar la combinacion
de multiples influencias en un fenémeno. En muchas aplicaciones, es comun que una
cantidad de interés resulte de la acumulacion de efectos individuales, como la suma
de tiempos de espera en un sistema, la agregaciéon de ingresos en un periodo de
tiempo o la combinacion de errores en mediciones sucesivas. Formalmente:

Definicién 8.3 (Suma de Variables Aleatorias) SiY representa la suma de
n variables aleatorias X1, Xs, ..., X,,, se define como:

Y=Xi+Xo+ -+ X,

en esta seccién analizaremos sus propiedades, incluyendo su esperanza, varianza y
distribucién.
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Esperanza de la Suma

Anteriormente, definimos la esperanza de una funcién g : R — R aplicada a un
conjunto de variables aleatorias. Un caso particular de interés ocurre cuando la
funcion es simplemente la suma de estas variables.

Esto puede ser visto directamente desde la aplicacion de la definicién general de
esperanza para funciones de variables aleatorias conjuntas. Sin embargo, si conoce-
mos la distribucion marginal de cada una de estas, para efectos précticos, es mas
sencillo aplicar la linealidad de la esperanza, ya que el calculo de la esperanza de una
suma de variables aleatorias se comporta de manera aditiva independientemente de
la relacion entre las variables.

,—[Teorema 8.3 Esperanza de la Suma]

Para cualquier conjunto de n variables aleatorias X, X», ..., X,,, se cumple:

}:&IZZEMJ

E[Y] =E

Demostraciéon: Esta propiedad se sigue directamente de la linealidad de la esperan-
za, que establece que la esperanza de una combinacién lineal de variables aleatorias
es igual a la combinacién lineal de sus esperanzas:

}:&]:Zﬁuﬁ

Esta propiedad se debe a la linealidad de la esperanza, lo que implica que la férmula
es valida independientemente de si las variables estan correlacionadas o no.

E

Varianza de la Suma

La varianza en el caso de la suma de variables aleatorias, no solo depende de la
varianza individual de cada término, sino también de cémo estas variables estan
relacionadas entre si a través de su covarianza.

r—(Teorema 8.4 Varianza de la Suma} \

SeaY =" | X; la suma de n variables aleatorias, entonces su varianza estd
dada por:

Var(Y) = Z Var(X;) + 2 Z Cov(X;, Xj).
i=1 i<j
Si las variables X; son independientes, entonces Cov(X;, X;) = 0 para i # j,
lo que simplifica la expresion a:

Var(Y) = Z Var(X;).
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Demostracion: Por la definicién de varianza, tenemos:
Var(Y) = E[Y?] — E[Y]%.

Sustituyendo Y = > | X;, se obtiene:

()< [5)]

Expandiendo el cuadrado:

Var (i XZ-> =E
i=1

i XP+2) Xin] - i E[X,]%.
=1 =1

i<j
Usando la linealidad de la esperanza:

n

Var (Z X¢> = ZE[XE] + 2ZE[Xin] — Z(I[—E[Xi])2 -2 ZE[Xi]E[Xj]_

i<j i=1 i<j

Observamos que los términos de la forma E[X?] — (E[X;])? corresponden a Var(X;),
mientras que la diferencia en los términos cruzados da lugar a la covarianza:

Sustituyendo en la ecuaciéon obtenemos:

Var(Y) = Zn: Var(X;) +2)  Cov(X;, X;).

1<j

Finalmente, si las variables X; son independientes, entonces Cov(X;, X;) = 0 para
i # j, lo que reduce la expresion a:

Var(Y) = Z Var(X;).

Distribuciéon de la Suma de Variables Aleatorias Independientes

Al estudiar la suma de variables aleatorias, un caso de interés particular es cuando
estas son independientes. La independencia permite que la distribucion conjunta se
exprese como el producto de sus distribuciones marginales, lo que facilita el analisis
matematico y la obtencién de resultados explicitos. Ademéds, muchas propiedades
fundamentales de las distribuciones de probabilidad, como la estabilidad bajo suma
en ciertas familias de distribuciones, dependen de esta condicion.
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Definicién 8.4 (Distribucién de la Suma para Variables Independientes)

SeaY = 3" | X, lasuma de n variables aleatorias independientes. Su distribucién
se determina segun el tipo de variables:

= Caso Discreto: Si X; y X, son variables aleatorias discretas independien-
tes, la funcién de masa de probabilidad (PMF) de Y se obtiene mediante:

Py(y)= > Px,(y—a2) Px,(x2).

szRx2

= Caso Continuo: Si X; y X, son variables aleatorias continuas independien-
tes, la funcién de densidad de probabilidad (PDF) de Y se obtiene mediante
la convolucién:

fr(y) = / " F(y — o), () o,

Esta operacion, es conocida como convolucion de densidades, la ctial permite
calcular la distribucion de la suma a partir de las distribuciones individuales,
es decir:

Iy() = (fx * fx) (W)

. J

Distribuciones Resultantes de Sumas

Para algunas familias de distribuciones, la suma de variables aleatorias indepen-
dientes de esa familia produce una nueva variable de la misma familia con distintos
parametros en funcion de los ya conocidos. Algunos casos comunes son:

= Poisson(A;) + Poisson(A2) = Poisson(A\; + Ag).

» Binomial(n, p) + Binomial(m, p) = Binomial(n + m, p).

Gamma(s, A) + Gamma(t, \) = Gammal(s + ¢, \).

Exponencial(A) + Exponencial(\) = Gamma(2, A).

Normal(j1, 0%) + Normal(po, 05) = Normal(uy + po, 03 + 03).

El estudio de la suma de variables aleatorias tiene diversas aplicaciones. Por ejem-
plo, en teoria de colas, que se vera en cursos como Decisiones Bajo Incertidumbre
o Gestion de Operaciones, los tiempos de espera acumulados en sistemas de servi-
cio pueden modelarse mediante la suma de variables aleatorias independientes. Un
aspecto interesante de estas sumas es que, en muchos casos, su distribucién sigue
perteneciendo a la misma familia que las variables originales, como ocurre con las
distribuciones ejemplificadas anteriormente. Aunque podriamos demostrar esto di-
rectamente a partir de las definiciones, resulta mas conveniente introducir un nuevo
concepto, la funcion generadora de momentos (FGM).
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Funcion Generadora de Momentos

El estudio de distribuciones de variables aleatorias requiere herramientas que per-
mitan caracterizarlas completamente. Una de estas herramientas es la funcion ge-
neradora de momentos (MGF, por sus siglas en inglés), que encapsula en una tnica
expresion toda la informacion sobre los momentos de una distribucién. Su utilidad
se extiende al calculo de momentos, la identificacion de distribuciones y el analisis
de combinaciones de variables aleatorias.

Momentos

Los momentos de una variable aleatoria describen caracteristicas de su distribucién,
como su tendencia central, dispersion y forma. Matematicamente, el momento de
orden k de una variable aleatoria X respecto al origen se define como:

E[X*]
Los momentos describen distintas propiedades de la distribucién:
» El momento de primer orden, E[X], es la media.

» El momento de sequndo orden, E[X?], ayuda a cuantificar la dispersién de los
valores alrededor del origen.

Ademas de los momentos respecto al origen, existen los momentos centrales, defini-
dos en torno a la media de la variable aleatoria:

E[(X - E[X])"].
Estos momentos capturan la variabilidad relativa a la media en lugar del origen:

» El momento central de orden 2 es la varianza, E[(X — E[X])?], que mide la
dispersién respecto a la media.

= El momento central de orden 3 mide la asimetria, indicando si la distribucién
tiene una cola mas pesada en una direccion.

= El momento central de orden 4 mide la curtosis.

Asi como hemos definido los momentos y momentos centrales, necesitamos una he-
rramienta que no solo permita calcular los momentos de una variable aleatoria, sino
que también proporcione caracteristicas de su distribucion para facilitar su identifi-
cacion. Una funcién especialmente 1til para este propdsito es la exponencial, ya que
su expansion en serie de Taylor permite expresar los momentos de manera natural.

'a )\
Definicién 8.5 (Funcién Generadora de Momentos) Sea X una variable
aleatoria. La funcion generadora de momentos (FGM) de X se define como:

Mx(S) = E[ESX],

Decimos que la FGM de X existe si existe una constante positiva a > 0 tal que
Mx (s) es finita para todo s € [—a, al.
-
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Asi mismo, para un vector aleatorio X = (X1, Xs,...,X,,), la funcién generadora
de momentos (FGM) se define como:

Mx(s) = E[e* X,

donde s = (s1,82,...,8,)" es un vector de pardmetros reales, por ende, s'X =
51 X1+ 5 Xo+ -+ 5,X, es el producto interno, y la esperanza se toma con respecto
a la distribucién conjunta de X.

Para un vector aleatorio, la FGM existe si Mx(s) < oo en alguna vecindad del
origen s = 0, es decir, si existe una constante a > 0 tal que Mx(s) es finita para
todo s con ||s|| < a. Esta funcién al igual que en su forma de una variable aleatoria,
encapsula los momentos conjuntos de las componentes de X, y si existe, caracteriza
completamente la distribucion conjunta del vector aleatorio.

Ejemplo:

Consideremos una variable aleatoria X ~ Exp(\) con pardmetro A > 0. Su funcién
de densidad de probabilidad (PDF) es:

fx(@) =Xxe™, x>0.
La funcién generadora de momentos Mx(s) se define como:

Mx(s) = E[e*X] = / e e da.
0

Resolviendo la integral:

oo A 00
Mx(s) = A et Ny = eV,
wo) = A el
Para que la integral converja, necesitamos que s — A < 0, es decir, s < A. Evaluando
la integral en este dominio:

A
MX(S):)\—S’ s < A

Es decir, la FGM de una variable exponencial existe para s < .

Calculo de Momentos a partir de la FGM

Como se mencioné anteriormente, la utilidad de utilizar la funcién exponencial en
la definicién de la funcién generadora de momentos radica en su expansion en serie
de Taylor, lo que permite expresar los momentos de una distribuciéon de manera
natural a través de sus derivadas.
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,—[Proposicién 8.1 ] \

La funcién generadora de momentos M (s) de una variable aleatoria X puede
expresarse COmo:

A partir de esta serie, los momentos de X se obtienen derivando Mx(s) k-
veces y evaluando en s = 0:
dk:

E[X*] = @Mx(s)

s=0

Demostracién:

= FGM en Funcion de Sumatoria: Expandiendo la funciéon exponencial en
serie de Taylor:

sX_OO<SX)k
c _kz% A

y tomando la esperanza en ambos lados, obtenemos:

(s X)F

Intercambiando la esperanza con la suma infinita, siempre que la serie converja
absolutamente:

Mx(s) = E[e**] = E

sk

Mx(s) = E[X*].

Dlﬂg

!

B
Il

0

= Momentos a través de la FGM: Dado que hemos obtenido la expansién
en serie de Taylor de la funcién generadora de momentos:

= E[X™
m)!

s™,

Mx<8) =

m=0

notamos que cada coeficiente de s™ en la serie corresponde a E[X™]/m/!. Para
extraer el k-ésimo momento, derivamos My (s) k-veces con respecto a s:

Loty =3 B 1) k1)

dsk — m!
:i E[Xm] Smfk
m=k (m N k)'
= EX™
X9+ D
m=k+1

Al derivar k-veces, cada término de la forma s™ en la serie original genera un
factor m(m—1)...(m—k+1), que es precisamente la notacién factorial redu-
cida de los primeros k términos de m!, es decir, m!/(m — k)!. Los términos con
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m < k desaparecen porque, al derivar mas veces de las que tienen exponentes
de s, se transforman en constantes que se anulan. Evaluando en s = 0, todos
los términos con s™* se anulan para m > k, dejando tnicamente el término
con m = k, el cual fue extraido de la sumatoria, obteniendo asi:

dk

E[X*] = @MX(S) o

Unicidad de la FGM

Como hemos discutido previamente, una de las propiedades de la funcién generadora
de momentos es su capacidad para caracterizar completamente una distribucion.
Intuitivamente, la FGM condensa toda la informacién sobre sus momentos en una
Unica expresion.

El resultado se basa en la unicidad de la transformada de Laplace y en la expan-
sion en serie de Taylor de la funcién generadora de momentos. A nivel de pregrado,
suele aceptarse sin prueba formal debido a que una demostracion rigurosa requie-
re conocimientos de analisis complejo, como el teorema de identidad para funciones
holomorfas. En su lugar, se recomienda trabajar con la funcion caracteristica la ctial
sera introducida en la siguiente seccién, cuya unicidad se puede establecer mediante
la férmula de inversién y el teorema de Weierstrass. Sin embargo, la demostracion
se puede encontrar en Feller (An Introduction to Probability Theory and Its Appli-
cations, Vol. 2)

r—[Teorema 8.5 Unicidad de la Funcién Generadora de Momentos)—

Sean X y Y dos variables aleatorias. Supongamos que existe una constante
positiva c tal que las funciones generadoras de momentos de X y Y son finitas
e idénticas para todo s € [—¢, ¢], es decir,

Mx(s) = My(s), Vsé€[—c¢,(].
Entonces, X e Y tienen la misma funcion de distribucién:

Fx(z) = Fy(z), Yz eR.

J

Demostracion: Este resultado es un caso particular de la unicidad de la funcién
generadora de momentos para variables aleatorias discretas con rango finito.

Supongamos que X e Y son variables aleatorias discretas que toman valores
en {0,1,2,...,n} y que sus funciones generadoras de momentos son idénticas para
todos los valores de s. Entonces, tenemos:

> e Px(z) =) eV Py(y).
=0 y=0
Definiendo s = €' y los coeficientes ¢; = Px (i) — Py (i) parai =0, 1,...,n, podemos
reescribir la ecuacién como:
Z s*Px(z) — Z sY Py (y) = 0.
=0 y=0
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Esto nos lleva a:

s*(Px(z) — Py(x)) =0.

[en]

Tr=
Dado que la expresién es un polinomio en s con coeficientes ¢, cq,...,c,, ¥ que

un polinomio solo puede ser idénticamente cero para todo s si y solo si todos sus
coeficientes son nulos, concluimos que ¢; = 0 para todo 7, es decir:

Px(i) = Py(i), Vi=0,1,...,n.

Esto implica que las funciones de probabilidad de X e Y son iguales, y por lo tanto
tienen la misma distribucién.

FGM de una Suma de Variables Independientes

Otra de las propiedades de la funciéon generadora de momentos es su comporta-
miento bajo sumas de variables aleatorias independientes. Recordemos que la FGM
encapsula la informacion de todos los momentos de una variable aleatoria en una
sola funcion. Esto nos permite analizar como se comportan las distribuciones cuando
sumamos variables aleatorias.

En particular, si dos variables aleatorias X; y X5 son independientes, sus distribu-
ciones conjuntas pueden factorizarse en el producto de sus distribuciones marginales.
Esta propiedad se refleja en la FGM, lo que nos lleva al siguiente resultado.

,—[Teorema 8.6 FGM de una Suma de Variables Independientes]—

Si X1, Xs, ..., X, son variables aleatorias independientes con funciones gene-
radoras de momentos My, (s), entonces la FGM de su suma es el producto de
sus FGM’s individuales:

My (8) = Moy (8) - Moxy(s) - M, (s).

Demostraciéon: Por definicion, la FGM de Y = X7 + Xo + -+ - + X, es:
My (s) = E[e?Y] = E[esXn+XettXu)),
Usando la propiedad de los exponentes:
My (s) = E[es¥1es*2 ... e5%n],

Dado que las variables X7, X, ..., X,, son independientes, la esperanza de un pro-
ducto es el producto de las esperanzas:

My (s) = E[e***] - E[e**?] ... E[e**n].

Reconociendo que cada término en el producto es la FGM correspondiente de cada
X, obtenemos:
My (s) = Mx, (s) - Mx,(s) - - - Mx,,(s).

Ejemplo:

Sean X; y X, dos variables aleatorias binomiales independientes, tales que X; ~
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Bin(n,p) y X5 ~ Bin(m, p). Queremos demostrar que la suma Y = X; + X, sigue
una distribucién binomial Y ~ Bin(n + m, p), tal como se indico en la seccién de
“Suma de Variables Aleatorias Independientes”, utilizando la funciéon generadora de
momentos. Entonces, por definicién la FGM de una variable binomial X ~ Bin(n, p),
es:

My(s) = Be] = S0 et =) = Yo e () -
k=0 k=0

Factorizamos y agrupamos los términos tal que, e**p* = (e*p)¥, ademds, por el

teorema del binomio (a + b)™ = Y a'b" ", asi se obtiene que:

Mx(o) = 3 () @nta -t = @y 1=,

k=0

y existe para todo s € R, ya que el rango de X es finito.
Aplicando este resultado a nuestras variables, tenemos que para X; ~ Bin(n, p),
la FGM es:

Mx,(s) = (1 — p+pe’)",
y para X5 ~ Bin(m, p):
Mx,(s) = (1 —p+ pe®)™.

Dado que X; y X5 son independientes, por el teorema de la FGM de una suma de
variables independientes, la FGM de Y = X; + X es:

My (s) = Mx,(s) - Mx,(s) = (1 —p+pe’)" - (1 — p+pe*)"™ = (1 — p+ pe’)"*™.

Esta expresion coincide exactamente con la FGM de una variable binomial
Bin(n 4+ m,p), y por el teorema de unicidad de la FGM, si My (s) = Mgin(ntm.p)(5)
para todo s, entonces:

Y = X; + Xy ~ Bin(n + m, p).

Funciones Generadoras de Momentos Conocidas

A continuacién, A continuacién, se listan las funciones generadoras de momentos
(FGM) de algunas distribuciones conocidas. Para cada distribucién, se especifican
los parametros, la expresién de la FGM y el dominio de s en el que esta definida.

» Binomial: Sea X ~ Bin(n,p), conn € Ny 0 < p < 1, entonces su FGM esta
dada por:
My(s) = (1—p+pe’)', sER

» Poisson: Sea X ~ Poisson(\), con A > 0, entonces su FGM esta dada por:

Mx(s) =V seR.

» Geométrica: Sea X ~ Geom(p), con 0 < p < 1, entonces su FGM esta dada
por:

s < —1In(1 —p).
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Exponencial: Sea X ~ Exp(\), con A > 0, , entonces su FGM esta dada por:

Normal: Sea X ~ N(u,0?%), con u € Ry o* > 0, , entonces su FGM esta
dada por:

0232

Mx(s)=e*t"2 " seR.

» Uniforme: Sea X ~ Unif(a,b), con a < b, entonces su FGM esta dada por:

esb_esa
MX(S):m, seR (CODS#O).

Gamma: Sea X ~ Gamma(a, ), con a > 0y > 0, entonces su FGM esta
dada por:

Funcion Caracteristica

El analisis de las distribuciones de variables aleatorias requiere herramientas que
permitan describir sus propiedades de manera tnica y completa, otra de estas he-
rramientas, es la funcion caracteristica. A diferencia de la funciéon generadora de
momentos, la funcién caracteristica siempre existe.

La funcion caracteristica de una variable aleatoria captura su comportamiento a
través de la transformada de Fourier de su distribucion. Esta funcién no depende de
la existencia de momentos finitos, lo que la hace aplicable incluso a distribuciones
con colas pesadas o momentos indefinidos.

( A\

Definicién 8.6 (Funcién Caracteristica) Sea X una variable aleatoria. La
funcion caracteristica de X se define como:

¢x(w) = E[e™"],

donde i = v/—1 es la unidad imaginaria y w € R. La funcién caracteristica existe
para toda variable aleatoria X, ya que |eX| = 1, lo que asegura que la esperanza
siempre esté bien definida.

. J

Asi mismo, para un vector aleatorio X = (X1, Xo, ..., X,), la funcién caracteristica
se define como:
- ) iwT X
¢X(w) - [6 ]v

donde w = (w1, ws, ...,w,)" esun vector de pardmetros reales, i = v/—1 es la unidad
imaginaria, w'X = w; X| +ws Xo + - - - +w, X, es el producto interno, y la esperanza
se toma con respecto a la distribucién conjunta de X.

La funcién caracteristica siempre existe para todo w € R", ya que \einX| =1,y
proporciona una descripcion completa de la distribucién conjunta del vector aleatorio
mediante su unicidad.
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Ejemplo:

Consideremos una variable aleatoria X ~ Poisson(\) con pardmetro A > 0. La
funcién caracteristica ¢x(w) se calcula como:

zw W - iwAe
) = B = 3o B =y = 3t
k=0

Factorizando e~ fuera de la suma y reorganizando:

_)\i zw)\ .

Reconocemos que la suma es la serie de Taylor de la funcién exponencial e* evaluada
en x = e )\. Por lo tanto:

¢X(w) _ 67}\667‘.“)\ _ e)\(ei“’fl).

Calculo de Momentos a partir de la FGM

Al igual que la funciéon generadora de momentos, la funcién caracteristica permite
obtener los momentos de una variable aleatoria (si existen) mediante sus derivadas.
Esto se deriva de la expansién en serie de Taylor de e,

,—[Proposicién 8.2 ] \

Si la variable aleatoria X tiene momentos finitos hasta el orden k, entonces
la funcién caracteristica ¢x(w) es k veces diferenciable en ¢ = 0, y:

1 d*

B[ = o= ox(w)

w=0

Demostracién: Expandimos e en serie de Taylor alrededor de w = 0:

X =1+iwX +

(iwX)? (sz sz
21 + o Z

Tomando la esperanza:

(bX (w) sz Z k'
k=0

siempre que los momentos E[X*] existan. Derivando k veces con respecto a t:

d_¢X(w) _ Z imm(m —1)---(m—k+ 1>wm’kE[Xm].

dwk m!
m=k

Evaluando en w = 0, todos los términos con w™ % (donde m > k) se anulan, y el
término con m = k da:

d* & k
dwk¢X( ) et =1 E[X ]
Por lo tanto: L
k1 _
ElX ik dwk ( )‘ -0
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Unicidad de la Funcion Caracteristica

Una de las propiedades mas importantes de la funcién caracteristica es que determina
de manera tnica la distribuciéon de una variable aleatoria, lo que la convierte en una
herramienta fundamental en teoria de probabilidad.

r—(Teorema 8.7 Unicidad de la Funcién Caracteristica} \

Sean X y Y dos variables aleatorias. Si sus funciones caracteristicas son idénti-
cas, es decir:

dx (W) =dy(w), YwéeR,

entonces X e Y tienen la misma funcién de distribucién:

Fx(z) = Fy(x), VzeR

J

Demostracion: La unicidad de la funcion caracteristica se deriva de su relaciéon
con la transformada de Fourier y el teorema de inversiéon. Supongamos que ¢y (w) =
¢y (w) para todo w € R. Queremos mostrar que las funciones de distribucién de X
y Y, denotadas Fx(x) y Fy(z), son idénticas, es decir, Fx(z) = Fy(z) para todo
x e R.

La funcién caracteristica ¢x(w) = E[e™*] es la transformada de Fourier de la
medida de probabilidad inducida por X. Si X tiene una funcién de densidad fx(x),
entonces:

ox(w) = /_OO e fx(z) de,

o
y de manera similar para Y con densidad fy(y). Dado que ¢x(w) = ¢y (t), las
transformadas de Fourier de las densidades (o de las medidas de probabilidad, en el
caso general) son idénticas.

Ahora, aplicamos el Teorema de inversion visto en Calculo Avanzado y Apli-
caciones, en la seccion de la transformada de fourier. Si Fy y Fy son funciones de
distribucién continuas, el teorema nos permite recuperar Fx a partir de ¢x(w). Es-
pecificamente, para cualquier a < b que sean puntos de continuidad de Fx y Fy, se

tiene: ‘ ‘
1 00 p—iwa _ efzwb
Fy(b) — Fx(a) = / e e () dw.

21 J_ o w

De manera analoga:

o —iwa __ ,—iwb
Fy(b) — Fy(a) = — / e e (W) dw.

e o iw
Dado que ¢x(w) = ¢y (w) para todo ¢, las integrales son idénticas, y por lo tanto:
Fx(b) — Fx(a) = Fy(b) — Fy(a),

para todo a < b que sean puntos de continuidad de ambas funciones.

Para extender este resultado a todos los x € R, consideremos un Corolario del
teorema de inversién, el cial nos dice, que si Fy y Fy son continuas y tienen la
misma transformada de Fourier (es decir, ¢x(w) = ¢y (w)), entonces Fx = Fy.

Por lo tanto, Fx(z) = Fy(z) para todo x € R, lo que implica que X e Y tienen
la misma distribucién.
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Funcién Caracteristica de una Suma de Variables Independientes

La funcién caracteristica es particularmente ttil para estudiar sumas de variables
aleatorias independientes, ya que su estructura exponencial permite factorizar la
esperanza conjunta.

r—(Teorema 8.8 Funcién Caracteristica de una Suma} \

Si X, Xs,..., X, son variables aleatorias independientes con funciones ca-
racteristicas ¢y, (w), entonces la funcién caracteristica de su suma es:

Ox1 40 (W) = Ox, (W) - Dx, (W) -+ - Px, (W)

\. J

Demostracion: Sea Y = X; + X5 + --- + X,,. Entonces:
(bY(W) — E[eti] — E[eiw(X1+X2+...+Xn)] _ E[einleing L. ei“X"].

Dado que X, X5,..., X, son independientes, la esperanza del producto es el pro-
ducto de las esperanzas:

dy(w) = E[e™™] - E[e“]. . E[e“™] = ¢x, (1) - dxp(w) - dx, ().

Funciones Caracteristicas Conocidas

A continuacion, se listan las funciones caracteristicas de algunas distribuciones co-
nocidas. Para cada distribucién, se especifican los parametros, la expresion de la
funcion caracteristica y el dominio de w en el que esta definida.

» Binomial: Sea X ~ Bin(n,p), con n € Ny 0 < p < 1, entonces su funcién
caracteristica estda dada por:

dx(w) = (1 —p+pe®)", weR.

» Poisson: Sea X ~ Poisson(\), con A > 0, entonces su funcién caracteristica
esta dada por: .
ox(w) = D weR.

» Geométrica: Sea X ~ Geom(p), con 0 < p < 1, entonces su funcién carac-
teristica estda dada por:
peiw

- weR
- (T-pe=

ox(w)

» Exponencial: Sea X ~ Exp()\), con A > 0, entonces su funcién caracteristica
esta dada por:

A

» Normal: Sea X ~ N(u,0?), con u € Ry o > 0, entonces su funcién carac-
teristica esta dada por:

2,2

px(w) ="~ wek
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» Uniforme: Sea X ~ Unif(a,b), con a < b, entonces su funcién caracteristica
esta dada por:
eiwb _ eiwa

dx(w) = m, w € R (con w #0).

» Gamma: Sea X ~ Gamma(q, ), con @« > 0y § > 0, entonces su funcién
caracteristica estd dada por:
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9.1.1

Capitulo 9

Convergencia & Teoremas Limite

En el estudio de fendmenos aleatorios, calcular probabilidades exactas puede ser un
desafio, especialmente cuando las distribuciones subyacentes son complejas o desco-
nocidas. Sin embargo, si conocemos ciertas caracteristicas de las variables aleatorias,
como su esperanza o varianza, es posible obtener cotas que limiten la probabilidad
de ciertos eventos. Este tipo de analisis, nos permite manejar la incertidumbre de
manera practica, proporcionando limites superiores para eventos que podrian ser
dificiles de evaluar directamente.

Las desigualdades, a su vez, sientan las bases para comprender el comportamien-
to de secuencias de variables aleatorias a medida que el nimero de observaciones
aumenta. Este comportamiento se formaliza a través de los conceptos de convergen-
cia, que describen cémo una secuencia de variables aleatorias se aproxima a un valor
o distribucion limite. La convergencia es esencial para analizar fenémenos a largo
plazo, como la estabilidad de promedios en procesos repetitivos o la distribucion de
sumas acumuladas.

Finalmente, los conceptos de convergencia nos llevan a los teoremas limite, que
son resultados fundamentales en la teoria de la probabilidad. Estos teoremas, como
la Ley de los Grandes Numeros y el Teorema Central del Limite, describen patrones
universales en el comportamiento de promedios y sumas de variables aleatorias,
incluso cuando las distribuciones individuales son diversas. Su importancia radica
en que proporcionan una base tedrica para aproximar distribuciones complicadas
mediante distribuciones mas simples, como la normal.

Desigualdades

Las desigualdades probabilisticas nos permiten acotar la probabilidad de eventos
raros, extremos o de nuestro interés, especialmente cuando no conocemos la distri-
bucion exacta de una variable aleatoria. Estas desigualdades son 1tiles en contextos
donde necesitamos garantizar que ciertos eventos no ocurran con alta probabilidad,
como en el control de calidad o la gestion de riesgos.

Cota de la Unién (Desigualdad de Boole)

La desigualdad de Boole, también conocida como cota de la union, es un resultado
fundamental que ya hemos explorado en secciones anteriores. Este resultado esta-
blece un limite superior para la probabilidad de que ocurra al menos uno de varios
eventos, lo que resulta particularmente 1util cuando calcular la probabilidad exacta
de la unién es complicado debido a las intersecciones entre eventos.

Esta desigualdad surge de la observacién de que la funcién de probabilidad P mapea
los eventos al intervalo [0, 1] y cumple con la propiedad de aditividad para eventos
disjuntos. Sin embargo, cuando los eventos no son mutuamente excluyentes, la suma
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,—[Teorema 9.1 Desigualdad de Boole] \

Para una coleccién de eventos Aq, A, ..., A, en un espacio de probabilidad,
la probabilidad de la unién de estos eventos satisface:

de sus probabilidades individuales puede sobrestimar la probabilidad de la unién,
ya que incluye multiples veces las intersecciones. Por ejemplo, para dos eventos A y
B, sabemos que:

P(AUB)=P(A) +P(B) —P(AN B).
Dado que P(AN B) > 0, se deduce que:

P(AU B) < P(A) + B(B),

lo que es precisamente la desigualdad de Boole para dos eventos. La cota se extiende
de manera natural a n eventos, proporcionando un limite superior simple y efectivo.

Luego, a partir de esta desigualdad, Bonferroni la generalizd, obteniendo una se-
rie de cotas que alternan entre limites superiores e inferiores para la probabilidad de
la unién. La idea detras de esta generalizacion es refinar la cota de Boole ajustandola
con términos que consideran las intersecciones de los eventos. Intuitivamente, si en
la cota de Boole sumamos las probabilidades individuales P(A4;), estamos contando
de més las intersecciones dobles P(A; N A;). Para corregir esto, podemos restar estas
intersecciones, pero entonces subestimamos la probabilidad porque las intersecciones
triples P(A4; N A; N Aj) se restan demasiadas veces. Bonferroni propuso un enfoque
que consiste en alternar entre sumar y restar términos de intersecciones de orden
creciente, obteniendo una secuencia de cotas que se acercan cada vez mas a la pro-
babilidad exacta.

Por ejemplo, para n eventos A, As, ..., Ay, la primera cota (que es la desigualdad

de Boole) es:
P (U AZ-) < P(A).
i=1 i=1

Si consideramos las intersecciones dobles, obtenemos una cota inferior:
P (U Ai> > P(A) - Y P(Ain 4.
i=1 i=1 i<j
Anadiendo las intersecciones triples, volvemos a una cota superior:
P (U AZ) <Y P(A) =Y PANA)+ > PANANA).
i=1 i=1 i<j i<j<k

Este proceso puede continuar, alternando entre cotas superiores e inferiores, y ca-
da nuevo término hace que la aproximacion sea mas precisa. Sin embargo, en la
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practica, calcular intersecciones de orden alto puede ser complicado, especialmen-
te si los eventos son dependientes o si no tenemos informacion detallada sobre sus
intersecciones.

Ejemplo:

Supongamos que en una linea de produccion, hay tres maquinas My, My, M3, y cada
una tiene una probabilidad de fallar en un dia dado: P(M; falla) = 0,1, P(M; falla) =
0,15, y P(Mj falla) = 0,2. Queremos estimar la probabilidad de que al menos una
maquina falle. Usando la desigualdad de Boole:

P(al menos una falla) < P(M; falla)+P(M, falla)+P(M; falla) = 0,1+0,1540,2 = 0,45.

Esto nos dice que la probabilidad de que al menos una méquina falle es a lo mas 0.45.
Si tuviéramos informacién sobre las intersecciones (por ejemplo, la probabilidad de
que dos méquinas fallen simultdneamente), podriamos usar las cotas de Bonferroni
para obtener una estimacién mas ajustada.

9.1.2 Desigualdad de Markov

La desigualdad de Markov proporciona un limite superior para la probabilidad de
que una variable aleatoria no negativa tome valores grandes. Es especialmente ttil
cuando se dispone de informacion sobre el valor esperado de una variable.

,—[Teorema 9.2 Desigualdad de Markov} \

Sea X una variable aleatoria no negativa, y sea a > 0. Entonces:

E[X]

P(X >a) <
(X2a) <=

\. J

La desigualdad se deduce a partir de que para todo z > 0y a > 0, se cumple
X Z a - ]l{xZa}-

Esto debido a que si z < a, la indicatriz vale cero y * > 0 = a-0; si z > a, la
indicatriz vale uno y se tiene x > a = a - 1. Al extender esta desigualdad punto a
punto a la variable aleatoria X, se obtiene:

X Z a - ]l{XZa}-

Aplicando la esperanza en ambos lados y recordando que la esperanza es monotona,
resulta:
E[X]>E[a-Tixsa] =a-E [1ixsa]-

En donde, la ultima igualdad se obtiene por la linealidad de la esperanza, y el hecho
de que la esperanza de una indicatriz es, por definicion, la probabilidad del evento
que representa:

Eli{x>e] =0-P(X <a)+1-P(X >a)=P(X > a).

Por lo tanto,

E[X] > a-P(X > a),

Apunte de Cdtedra IN3141 - Probabilidades



9.1.3

138 9.1. Desigualdades

lo que, al despejar, conduce directamente a la desigualdad de Markov:

E[X]

P(X >a) <

Ejemplo:

Supongamos que X representa el tiempo (en horas) que una persona pasa diaria-
mente usando una aplicacién mévil, y que se conoce que E[X] = 1,5. Si se desea
acotar la probabilidad de que una persona haya usado la aplicaciéon por al menos 5
horas en un dia, se puede aplicar directamente la desigualdad de Markov:

1,5
Esto implica que, como méaximo, un 30 % de los usuarios podrian haber superado
las 5 horas de uso.

Desigualdad de Chebyshev

La desigualdad de Chebyshev permite estimar la probabilidad de que una variable
aleatoria se desvie significativamente de su media, en funcién de su varianza. A
diferencia de la desigualdad de Markov, que se aplica a variables no negativas, esta
desigualdad es aplicable a cualquier variable aleatoria con varianza finita.

,—[Teorema 9.3 Desigualdad de Chebyshev}

Sea X una variable aleatoria con esperanza finita y = E[X] y varianza finita
02 = Var(X). Entonces, para todo k > 0:

[\

P(X —pl > k) <

%19

Esta desigualdad se deduce aplicando la desigualdad de Markov sobre la variable
aleatoria no negativa (X — u)?, que mide el cuadrado de la desviacién respecto a la
media:

B(IX = il = k) = P((X = p)? > &)

Como (X —p)? > k? implica directamente que la variable (X — 11)? supera el umbral
k2, se puede aplicar la desigualdad de Markov:

B[(X — %) _ Var(X)

]P((X - M)2 > k2) < k2 k2

Por lo tanto,

lo cual acota la probabilidad de que la variable se

de k unidades.

leje de su valor esperado por mas

Ejemplo:

Supongamos que X representa la duracién (en minutos) de una llamada telef6nica,
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con media 4 = 10 y varianza o2 = 4. Si se desea acotar la probabilidad de que una
llamada dure al menos 6 minutos més o menos que el promedio, es decir, | X —10| > 6,
se puede aplicar la desigualdad de Chebyshev:

4 4 1
P(|X —-10]>6) < — = — = - ~0,111.
(X -10[26) < & = 22 = = ~0,
Esto indica que, como maximo, aproximadamente un 11.1 % de las llamadas difieren
de la media en 6 minutos o mas.

Cotas de Chernoff

Las cotas de Chernoff ofrecen limites exponencialmente decrecientes para la proba-
bilidad de que una variable aleatoria se desvie por encima o por debajo de cierto
umbral. Estas cotas se derivan a partir de la desigualdad de Markov aplicada a la
funcién de la variable aleatoria e*¥, y se expresan naturalmente en términos de la
funcion generadora de momentos.

r—(Teorema 9.4 Cotas de Chernoff} \

Sea X una variable aleatoria y a € R. Entonces, para cualquier s € R:

P(X >a) <e®-Mx(s), paratodos >0,

P(X <a) <e®-Mx(s), paratodos <D0,

donde My (s) = E[e*X] es la funcién generadora de momentos de X.

\. J

La deduccién se basa en que e*X es una variable aleatoria no negativa para todo
s € R. Usando la desigualdad de Markov sobre ¥, la cual es una funcién mondétona,
se obtiene:

P(X > a) =P(e’* > e*) < = e *"Mx(s), sis>0,
eSCL
sX sa E[esX] —sa .
P(X <a) =P > e < =e **Mx(s), sis<D0.
esa

Como la desigualdad es vélida para todo s positivo o negativo (segun el caso), se
puede optimizar la cota minimizando respecto a s:

P(X >a) < ml’gl e *Mx(s), P(X <a) < migl e *Mx(s).
5> s<

Ejemplo:

Sea X una variable aleatoria con Mx(s) = es” (por ejemplo, una variable normal
estandar centrada con varianza 2). Se desea acotar P(X > 4). Usando Chernoff para
s> 0:

P(X > 4) < mine *e” = mine® %,

s>0 s>0

La funcién s? — 4s se minimiza en s = 2, por lo que:
P(X >4) < ¥ 42 =,

Es decir, la probabilidad de que X exceda 4 es menor que e~* ~ 0,018.
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Comparacién entre desigualdades

Las tres desigualdades consideradas —Markov, Chebyshev y Chernoff— ofrecen co-
tas superiores para la probabilidad de que una variable aleatoria se aleje de cierto
valor central. Sin embargo, difieren en sus hipdtesis, generalidad y precision.

Cada una de estas desigualdades se puede interpretar como un refinamiento
progresivo. La desigualdad de Chebyshev puede verse como una aplicaciéon de la
desigualdad de Markov sobre la variable cuadritica (X — p)?, mientras que la cota
de Chernoff aplica Markov sobre e*X, optimizando sobre s para obtener una mejor
cota.

Supongamos que una variable aleatoria X tiene media = 0 y varianza o? =1,y
queremos acotar P(X > 5). Supongamos ademas que X cumple que Mx(s) < es*/?,
Entonces:

» Markov: Aplicando sobre X2,

E[X?] 1
P(X >5)<P(X?>25< = — =0,04.
(X >5) <P(X*>25) < 57 55 = 0.0
= Chebyshev:
1 1
P|X|>5)<— = PX>5)<—=0,04

<o >
= Chernoff: Usando M (s) < e**/2, optimizamos

P(X >5) < ml'g)l e %557 /2,
5>

El minimo ocurre en s = 5, y da:

P(X >5) <e 2 x373x107°

Esto evidencia como Chernoff ofrece una cota mucho mas ajustada para desvios
grandes, a costa de requerir mas informacién sobre la estructura de X a través de
su funcién generadora de momentos. En particular, se puede destacar lo siguiente:

= Chernoff vs. Chebyshev: Las cotas de Chernoff dominan estrictamente a la
desigualdad de Chebyshev siempre que la funcién generadora de momentos esté
definida, ya que logran un decaimiento exponencial en lugar de uno polinomial.

s Chernoff vs. Markov: Aunque Chernoff suele ser més precisa, en algunos
casos puntuales, cuando se busca acotar P(X > a) y a es pequeno (cercano a la
media), la desigualdad de Markov puede proporcionar una cota igual o incluso
mas ajustada si se aplica directamente sobre X, sin centrado ni transformacién.

= Chebyshev vs. Markov: La desigualdad de Chebyshev mejora la de Markov
cuando se conoce la varianza de X y se estudia la desviacion respecto a su
media. No obstante, si el valor a no esta centrado en la esperanza (es decir, si
se estudia P(X > a) sin restar u), entonces aplicar Markov directamente a X
puede ser més efectivo que usar Chebyshev sobre | X — pl.

La eleccién de una u otra cota depende del tipo de informacién disponible sobre la
variable y del rango de desviaciones que se desea estimar.
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Desigualdad de Cauchy—Schwarz

La desigualdad de Cauchy—Schwarz es probable que haya sido vista anteriormente
en contextos de algebra lineal o calculo, aplicada a productos internos en R™ o a
integrales. En el contexto de las probabilidades, esta desigualdad conserva la misma
estructura y se expresa mediante esperanzas de productos de variables aleatorias.

Teorema 9.5 Desigualdad de Cauchy—Schwarz}

Sean X y Y variables aleatorias reales con E[X?] < co y E[Y?] < co. Enton-

| E[XY]| < E[X?] B[Y7.

Esta desigualdad puede interpretarse como una generalizacion del hecho de que el
valor esperado de un producto no puede ser “demasiado grande” comparado con
las esperanzas cuadraticas individuales. En particular, si las variables aleatorias X
y Y estan fuertemente correlacionadas en magnitud (aunque no necesariamente en
signo), entonces el valor absoluto de E[XY] se aproxima al producto de las normas
cuadraticas.

Demostracion: Consideremos la variable aleatoria X —\Y’, cuya esperanza cuadrati-
ca es siempre no negativa:

E[(X —AY)? >0, paratodo A € R.

Expandiendo:
E[X?] — 2AE[XY] + ME[Y?] > 0.

Ahora, esto se cumple para cualquier A € R, asi que elegimos un valor conveniente:

E[XY]
E[Y?]

A:

Sustituyendo este valor:

E[(X —AY)?] >0,
EXY]? E[XY]?

= E[X’] -2 E[Y?] E[Y2]? -E[Y?] >0,
«— E[X?] - Elg[;i]] > 0.

Multiplicando por E[Y?] en ambos lados se obtiene:
E[X?]-E[Y?] > E[XY]",
aplicando la raiz cuadratica:

E[xY]| < VEX?-E[Y7]
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Ejemplo:

Supongamos que X es una variable aleatoria con E[X?] = 4 y Y una variable
aleatoria con E[Y?] = 9. Entonces, cualquier valor posible de E[XY] debe satisfacer:

IE[XY]| <V4-9=6.

Esto acota el valor absoluto del producto esperado sin requerir conocer la distribu-
cién conjunta de X y Y.

La desigualdad de Cauchy—Schwarz es especialmente 1til para establecer otras des-
igualdades fundamentales, como Jensen o la de la correlacion, y se utiliza también
en la deduccion de propiedades de la covarianza o la varianza de sumas.

Desigualdad de Jensen

La desigualdad de Jensen relaciona la esperanza de una transformacién convexa
de una variable aleatoria con la transformacién convexa de su esperanza. Antes de
enunciarla formalmente, recordemos brevemente el concepto de convexidad.

r 2

Definicién 9.1 (Funcién convexa) Sea g: I C R — R una funcién definida
en un intervalo I. Se dice que g es convexa si para todo x,y € I y todo A € [0, 1],
se cumple:

g Az + (1= Ny) < Ag(z) + (1 = N)g(y).

Ademas, si g es dos veces derivable en I, entonces g es convexa si y solo si su
segunda derivada es no negativa en todo el intervalo:

g"(x) >0 paratodox € I.

. J

Geométricamente, esta definicion significa que el grafico de una funciéon convexa
se encuentra por debajo del segmento recto que une dos de sus puntos. Ejemplos
clsicos de funciones convexas son g(r) = 22, g(z) = ¢® y g(x) = —logz (en su
dominio correspondiente).

,—[Teorema 9.6 Desigualdad de J ensen} \

Sea X una variable aleatoria tal que E[X] estd bien definida y finita, y sea g
una funcién convexa tal que g(X) también tiene esperanza finita. Entonces:

9(E[X]) < E[g(X)].

Esta desigualdad formaliza la intuicién de que aplicar una transformacion convexa a
una media da un resultado menor o igual que la media de la transformacion aplicada
punto a punto. El sentido de la desigualdad se invierte si g es concava.
Demostracion: Sea g : I — R una funcién convexa definida en un intervalo I C R,
y sea X una variable aleatoria tal que X (w) € I para todo w, con E[X] € Iy
Elg(X)] < oo.

Por convexidad de g, existe para todo xy € I una recta h(z) = ax + b tal que:

g(x) > h(z) paratodox e€l, y g(xg) = h(zo).
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Dicho h se interpreta como una tangente inferior al grafico de g en el punto z.
Elegimos xy = E[X] y consideramos la funcién afin h(z) = ax + b que satisface:

g(x) > h(z), con igualdad en z = E[X].
Como ¢g(X) > h(X) punto a punto, se tiene que:
Elg(X)] = E[A(X)].
Dado que h es afin, se puede extraer la constante y usar linealidad de la esperanza:
E[h(X)] = E[aX + b] = aE[X] + b = h(E[X]).
Pero por construccién, h(E[X]) = g(E[X]), por lo tanto:
Elg(X)] = g(B[X]),

que es precisamente la desigualdad de Jensen.

Ejemplo:

Sea X una variable aleatoria con E[X] = 0 y E[X?] = 1. Tomando g(z) = 22, que
es convexa, se tiene:

Asi, se verifica:
0= g(E[X]) <E[g(X)] =1,

tal como afirma la desigualdad de Jensen.

Convergencia de Variables Aleatorias

En muchos contextos, es natural preguntarse si una secuencia de variables aleatorias
X1, Xs,... se aproxima, en cierto sentido, a una variable aleatoria X a medida que
el indice crece. Por ejemplo, cuando se construyen estimaciones sucesivas de una
cantidad desconocida, se espera que estas se acerquen al valor verdadero. En esta
seccién se formaliza qué significa que X,, — X, introduciendo distintas nociones de
convergencia: casi segura, en probabilidad, en media, y en distribuciéon. Cada una
refleja una forma distinta de interpretar el concepto de “aproximarse” o “hacerse
mas cercano”.

Convergencia de Sucesiones Numéricas

Antes de estudiar la convergencia de variables aleatorias, conviene revisar primero el
concepto de convergencia de sucesiones de niimeros reales. Esto permitird establecer
una analogia clara entre ambos contextos, ya que muchas ideas sobre “aproximacion”
provienen de esta nocién basica.
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'd N\
Definicién 9.2 (Convergencia de una sucesiéon numérica) Sea {a, },en una
sucesion de numeros reales. Se dice que a, converge a un numero real L si, para
todo € > 0, existe un nimero natural N tal que

la, — L| <€, paratodon > N.
En notacién matematica, esto se escribe como:

lim a,, = L.
n—oo

(& J

Intuitivamente, esto significa que los términos de la sucesion eventualmente se man-
tienen tan cerca del valor limite L como se desee, siempre que n sea suficientemente
grande.

Ejemplo:
Consideremos la sucesién {a,} definida por:
4y = —— n=1,23,...
n+1

Observamos que a medida que n crece, el valor de a,, se acerca cada vez mas a 1, ya

que el numerador y el denominador se aproximan entre si. En efecto,
n

lim =1
n—oo N —|—1

Este tipo de comportamiento es la base sobre la cual se construye la teoria de con-
vergencia en espacios probabilisticos. Las secuencias de variables aleatorias pueden
entenderse como versiones aleatorizadas de estas sucesiones, y las nociones de con-
vergencia que veremos mas adelante generalizan esta definicion clasica.

Secuencias de Variables Aleatorias

En probabilidad, una secuencia de variables aleatorias {X,}22, es un conjunto de
funciones definidas sobre un mismo espacio muestral 2, con una medida de proba-
bilidad PP. Cada funcién X, es una variable aleatoria que asigna un valor real a cada
elemento w € €

X,(w) = xne, paratodo w € €.

En este contexto, €2 representa todos los posibles resultados de un experimento
aleatorio, y cada X,, puede interpretarse como una observacion sucesiva de un mismo
fenomeno. Por ejemplo, si € describe los resultados del lanzamiento de un dado,
entonces X; podria ser el resultado del primer lanzamiento, X, del segundo, y asi
sucesivamente. La secuencia completa {X,,} modela un proceso aleatorio a lo largo
del tiempo o sobre multiples réplicas del mismo experimento.

Formalmente, cada variable aleatoria X,, es una funciéon medible X, : 2 — R, y una
secuencia {X,,} puede entenderse como una secuencia de funciones del tipo:

X,:Q—R, n=123,...

Este marco permite analizar el comportamiento conjunto de las variables a medida
que n crece, lo que motiva el estudio de diferentes nociones de convergencia de
variables aleatorias.
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Convergencia en Distribucién

La convergencia en distribucion es la forma mas débil de convergencia entre secuen-
cias de variables aleatorias. Intuitivamente, esta nocién describe que las distribucio-
nes de las variables aleatorias X,, se aproximan cada vez mas a la distribucion de
una variable aleatoria X a medida que n — oo. Esta convergencia no implica que
los valores de X, se acerquen a los de X, sino que las probabilidades acumuladas
asociadas a X, tienden a coincidir con las de X.

( N
Definicién 9.3 (Convergencia en distribucién) Sea {X,,},en una secuencia
de variables aleatorias y X otra variable aleatoria. Se dice que X, converge en
distribucién a X, y se escribe

X, = X,

si se cumple que

lim Fy,(z) = Fx(z), paratodoz € R donde Fx es continua,
n—oo

donde Fl, y Fx son las funciones de distribuciéon acumulada de X,, y X, respec-

tivamente.
\ J

Esta definicion establece que la probabilidad acumulada de X,, en cualquier punto
de continuidad de Fx converge a la probabilidad acumulada de X en ese mismo
punto. Por tanto, lo que converge es la forma de la distribucion, no los valores de
las variables.

Ejemplo:

Sea {X,, }nen una secuencia de variables aleatorias con funcién de distribucién acu-

mulada dada por:
1-(1=-H™ z>0
F — n Y )
X (2) {O, x <0.

Queremos demostrar que X, 4 x , donde X ~ Exponencial(1), es decir, Fx(z) =
l—e?parax >0,y Fx(x) =0 para z < 0.
Estudiamos el limite de Fx, (z) para distintos valores de x:

» Para x < 0, se tiene directamente:

» Para z > 0, observamos:
) ) 1 nx ) 1 nx
lim Fx, (z) = lim {1—(1——) ]zl—hm <1——) :
n—00 n—00 n n—00 n

1\" 1
Sabemos que lim (1 — —) = —, por lo tanto:

n—o0 e
1 nx
Iim {1— — =e .
n—0o0 n

lim Fx, () =1—e" = Fx(x).

n—0o0

Asi, concluimos que:
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Por lo tanto, se tiene que:

lim Fx, (z) = Fx(x), paratodoz € R donde Fyx es continua,
n—o0
y asi se concluye que:

X, % X, con X ~ Exponencial(1).

,—[Teorema 9.7 Convergencia de variables discretas} \

Sea {X,} una secuencia de variables aleatorias discretas no negativas con
valores en subconjuntos de N, es decir,

Rx Cc{0,1,2,...}, Ry, Cc{0,1,2,...}.
Entonces,

X, % X siysolosi lim P(X, =k)=P(X =k), paratodo k € N,

n—00

Demostracion:
d . i
(=) Supongamos que X, — X. Entonces, por definicion, se tiene:

lim Fx, (z) = Fx(x), paratodo z € R donde Fx es continua.
n—o0

Como X toma valores en N, su funcion de distribucion Fx es discontinua exac-
tamente en los enteros £ € N, y continua en los reales que no pertenecen a N. Sea
k € N. Entonces F'x es continua en k£ — 1, por lo que:

lim Fx, (k—1)=Fx(k—1), y lim Fx, (k)= Fx(k).
n—00 n—0oo
Luego, usando que:
P(X, = k) = Fx,(k) — Fx,(k = 1),
tomando limites se obtiene:

lfm P(X, = k) = Fx(k) — Fx(k—1) = P(X = k),

n—oo

para todo k € N.

(<) Supongamos ahora que

lim P(X,, = k) =P(X =k), paratodok € N.

n—oo
Entonces, para cualquier z € R, se tiene:
Fx,(v) =Y P(X, =j) = Y P(X = j) = Fx(x).
j<z jlx

Esto se tiene ya que la suma tiene un nimero finito de términos, y se puede inter-
cambiar el limite con la suma. Por lo tanto:

lim Fy, (x) = Fx(x), paratodo z € R,

n—oo

, d
y asi se concluye que X,, — X.

Apunte de Cdtedra IN3141 - Probabilidades



9.24

9. Convergencia & Teoremas Limite 147

r—[Teorema 9.8 Conv. en distribucion a través de FGM} N

Si {X,} es una secuencia de variables aleatorias tales que sus funciones ge-
neradoras de momentos existen y satisfacen:

lim My, (s) = Mx(s), paratodos € (—c,c)conc >0,

n—00

entonces:
X, = X.

Demostracion: Este resultado es una consecuencia del Teorema de unicidad para
funciones generadoras de momentos. Si dos variables aleatorias tienen la misma
funcion generadora de momentos en un entorno abierto del origen, entonces tienen la
misma distribucién. Si My, (s) — Mx(s) puntualmente en un intervalo alrededor del
cero, entonces la distribucién de X,, converge a la de X en el sentido de distribucion.

Ejemplo:

Sea X,, ~ Binomial(n, ). Su funcién generadora de momentos es

1 \"
My, (s) = (1 - + E€S> :

Entonces,
, s_q
lim Mx, (s) = e,
n—oo
que es la funcién generadora de momentos de una distribucién de Poisson(1), por lo
tanto,

X, % Poisson(1).

Convergencia en Probabilidad

La convergencia en probabilidad es una forma més fuerte que la convergencia en dis-
tribucion, pues convergencia en probabilidad implica convergencia en distribucién,
lo contrario no es necesariamente cierto. Este tipo de convergencia asegura que, para
una secuencia de variables aleatorias { X, },en, la probabilidad de que X, se aleje de
X por al menos un valor € > 0 tiende a cero conforme n — oco. En otras palabras,
X, se aproxima a X con alta probabilidad.

4 N\

Definicién 9.4 (Convergencia en probabilidad) Sea {X,,},cy una secuencia
de variables aleatorias y X una variable aleatoria. Se dice que X,, converge en
probabilidad a X, y se denota:

X, = X,

si para todo € > 0 se cumple:

Iim P(|X, — X| > ¢) = 0.
n—oo

Esta definicion implica que los eventos en los que X, difiere significativamente de
X se vuelven cada vez menos probables a medida que n crece. La convergencia en
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probabilidad garantiza que las observaciones estén “concentradas” en torno a X con
alta probabilidad.

Ejemplo:

Sea X,, ~ Exponencial(n) y sea X = 0 (la variable aleatoria constante nula). Que-

remos demostrar que X, 5o
Notamos que X,, > 0 para todo n, por lo que |X,, — 0] = X,,. Entonces, para
todo € > 0,

P(|X,, =0 >¢) =P(X, >¢) = / ne "dr = e "

Por lo tanto,
lim P(| X, — 0| > €)= lim e ™ =0, Ve>D0,

n—o0 n—oo

y concluimos que X, 2.

Teorema 9.9 Convergencia hacia una constante]

. d Ly
Si X,, = ¢ donde ¢ € R es constante, entonces también se cumple:

P
X, —c.

.. d .
Demostraciéon: Sea ¢ € R una constante. Dado que X,, — ¢, se tiene que para todo
x € R donde la funciéon de distribucién Fx es continua, se cumple:

lim Fy, (z) = Fx(x),

n—oo
donde Fx(x) = 142>y es la funcién de distribucién de la constante X = c.
Para probar que X, LN ¢, consideramos la definicion:

lim P(|X,, —¢| >€) =0, Ve>D0.

n—oo

Fijado € > 0, descomponemos el evento:

P(| X, —c|>€)=P(X, <c—¢€)+P(X, > c+e)
=Fx,(c—€)+[1—Fx, (ct+e).

Usando la convergencia puntual de las funciones de distribucién:

lim Fx, (c—¢€)=Fx(c—e€) =0, lim Fx, (c+¢€) =Fx(c+e)=1.

Por lo tanto:
lim P(| X, —c¢|>¢€) =0+ (1—-1) =0,

n—oo

lo cual es precisamente la convergencia en probabilidad hacia c.
Este resultado establece un caso particular donde la convergencia en distribucién si
implica convergencia en probabilidad, aunque en general esto no ocurre.
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Teorema 9.10 Conv. en probabilidad implica conv. en distribucién

Si X, L X, entonces X, NS¢

Demostracion Queremos probar que si X,, converge en probabilidad a X, entonces
también converge en distribucion. Es decir, si

lim P(| X, — X|>¢€) =0, Ve>0,

n—o0

entonces

lim Fx, (z) = Fx(x), paratodo z € R donde Fx es continua.
n—oo

Fijamos un punto x de continuidad de Fx, y sea 6 > 0 arbitrario. Consideramos:

Fx, (z) =P(X, <x)
(Xp<z,X<z+4+e)+PX,<z,X>zx+¢€)

P
<PX <z+e) +P(X, — X[ >e).

Del mismo modo, también se puede acotar por abajo:

Fx, (z) =P(X, <x)
>P(X <z—¢)—P(X,— X|>e).

Entonces se obtiene la desigualdad doble:
PX<z—¢)—P(|X,—X|>¢) <Fx, (2) <P(X <z+4¢€)+P(|X, — X| >e).
Tomando limite cuando n — oo:

Fx(z —¢€) <liminf Fx, () < limsup Fx, () < Fx(z + ¢).

n—00 n—o0
Finalmente, como F'x es continua en x, se tiene que:
Fx(x —€¢) = Fx(z), y Fx(x+¢€) — Fx(z) cuando e — 0,
y por lo tanto, al hacer ¢ — 0, se obtiene:

lim Fx, (z) = Fx(x).

n—oo

Existen contraejemplos donde X, LN , pero no X, P X si X es una variable

aleatoria no constante, por ejemplo, sea X,, ~ Bernoulli (%) para todo n, y sea

X ~ Bernoulli (%), independiente de la secuencia { X, }. Entonces X, 4 x , ya que
todas tienen la misma distribucion, pero:

1
| X, — X| ~ Bernoulli(1/2) = P(|X,, — X| > ¢€) = 3 Ve € (0,1),

por lo que la convergencia en probabilidad no se cumple.
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Convergencia Casi Segura

La convergencia casi segura es uno de los tipos méas fuertes de convergencia entre
secuencias de variables aleatorias. En este caso, una secuencia { X, },en converge casi
seguramente a una variable aleatoria X si, para casi todo w € 2, la sucesién X, (w)
converge a X (w) como secuencia de nimeros reales. Es decir, salvo en un conjun-
to de probabilidad cero, los valores de X,, terminan acercandose y permaneciendo
arbitrariamente cerca de X a medida que n — oo.

( N
Definicién 9.5 (Convergencia casi segura) Sea {X,} una secuencia de va-
riables aleatorias y X otra variable aleatoria en el mismo espacio de probabilidad.

Se dice que X,, converge casi sequramente a X si:

P ({w €Q: lim X,(w) = X(w)}) ~1.
n—oo
Se denota por:
X, £ X obien X, X X.

. J

Esta definicién garantiza que la secuencia converge punto a punto, excepto quizas en
un conjunto nulo. A diferencia de la convergencia en probabilidad, aqui se requiere
convergencia de la trayectoria para casi todo w.

Ejemplo:

Sea S = {C, S} un espacio muestral finito, y definimos la secuencia:

P e
(-1, siw=S.

Entonces, para w = C, se tiene X,(w) — 1; mientras que para w = S la secuencia
oscila y no converge. Si asignamos P({C}) = 1, entonces:

P ({w eQ: JLIEOX"(M) = 1}) =1,

por lo tanto, X,, == 1.

,—[Teorema 9.11 Condicién suficiente para convergencia casi segura]ﬂ

Sea {X,,} una secuencia de variables aleatorias. Si para todo € > 0 se cumple:

D P(IX, — X| > €) < o0,

n=1

entonces:
X, 2 X,

\. J

La demostracién se escapa de los contenidos del curso, pues se basa en el lema de
Borel-Cantelli. Para todo € > 0, definimos:

A, ={weQ:|X,(w) — X(w)| > €}
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Si la suma de las probabilidades de estos eventos es finita, entonces, por Borel-Cantelli:
P(A,, ocurre infinitas veces) = 0,

lo que significa que | X,, — X| > € s6lo ocurre un nimero finito de veces, casi segura-
mente. Como esto vale para todo € > 0, se deduce que X,, = X punto a punto casi
seguramente.

Ejemplo:
Sea X,, definido por:

L. con probabilidad 3.

{_71, con probabilidad %,
Entonces X, 2o, Ademas, para todo € > 0, se tiene:

1, sie<
0, sie>

P(|X, — 0| > ¢) = {

Sl=3I=

Por tanto, para e fijo, hay finitos n tales que % > ¢, y se concluye que la suma
> P(1X,, — 0] > €) < oo, por lo que:

X, — 0.

,—[Teorema 9.12 Caract. alternativa de convergencia casi segura]—

Sea { X, } una secuencia de variables aleatorias, y sea X una variable aleatoria.
Para ¢ > 0, definimos:

Apn={weQ: | Xp(w) — X(w)| <€, Vn>m}.
Entonces:

X, 2 X siysélosi  lim P(4,) =1, Ve>O0.

m—r0o0

Este resultado ofrece una interpretacion equivalente que a menudo resulta mas tutil
para pruebas directas. Al igual que el teorema anterior, la demostracion de este
teorema se escapa de los contenidos del curso, sin embargo es visto en Modelos
Estocésticos en Sistemas de Ingenieria.

Teorema 9.13 Conv. casi segura implica conv. en probabilidad

Si X, % X, entonces X, E x.
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Teoremas Limite

En esta seccion se presentan dos resultados fundamentales en teoria de la proba-
bilidad: la ley de los grandes nimeros (LLN, por sus siglas en inglés) y el teorema
central del limite (CLT). Ambos teoremas describen el comportamiento asintético
de secuencias de variables aleatorias.

La ley de los grandes niimeros establece que el promedio de un nimero crecien-
te de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas converge al
valor esperado. Por otro lado, el teorema central del limite afirma que, bajo con-
diciones adecuadas, la suma normalizada de muchas variables aleatorias tiende en
distribucién a una variable normal. Estos resultados proporcionan la base tedrica
para justificar inferencias estadisticas y aproximaciones en contextos reales donde
se trabaja con grandes muestras.

Ley Débil de los Grandes Numeros (WLLN)

La Ley Débil de los Grandes Numeros establece que el promedio de una gran cantidad
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con esperanza
finita converge en probabilidad al valor esperado. Esta ley garantiza que, a medida
que el tamano de la muestra crece, el promedio observado se aproxima al valor
tedrico esperado.

,—[Teorema 9.14 Ley Débil de los Grandes Nﬁmeros} \

Sea {X;}$°, una secuencia de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas (i.i.d.) tales que E[X;] = u < oo y Var(X;) = 0% < oo.
Denotando la media muestral por

i

se cumple que:

X, 5 p, esdecir, lfm P(|X, —pu| >€) =0, Ve>D0.

n—oo

\. J

Demostracién: Como las variables son i.i.d., todas tienen la misma varianza Var(X;)
0% < co. La media muestral X, tiene esperanza:

ZE —TL,[L Hs

y su varianza es:

_ na o
Var(X,) =V X; V. —.
ar( ar ( Z ) Z ar(X -
Aplicando la desigualdad de Chebyshev:

Var(X,) o2
P(Xn—pl>6) < —5—==—.
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Dado que el lado derecho tiende a cero cuando n — oo, se concluye que:

lim P(| X, — u| >¢) =0, Ve>0,

n—oo

lo cual prueba que X, L L.

Ejemplo:
Supongamos que lanzamos una moneda justa n veces y definimos X; = 1 si la i-

ésima tirada resulta cara, y X; = 0 si resulta cruz. Entonces X; ~ Bernoulli(1/2),

por lo que:

1 1

La media muestral representa la proporcion de caras observadas:

_ 1 <&
X, = E;Xi.

La Ley Débil de los Grandes Numeros garantiza que:

= P
X, —

9

N | —

lo que significa que, a medida que n crece, la proporciéon observada de caras se
aproxima en probabilidad a 0,5.

Ley Fuerte de los Grandes Nimeros (SLLN)

La Ley Fuerte de los Grandes Numeros establece que, bajo ciertas condiciones, la
media muestral de una secuencia de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas converge casi seguramente a la esperanza. Esto significa que, con
probabilidad uno, los valores promedio se aproximan al valor esperado a medida que
el tamano de la muestra tiende a infinito.

,—[Teorema 9.15 Ley Fuerte de los Grandes Nﬁmeros] \

Sea {X;}°, una secuencia de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas (i.i.d.) con esperanza finita E[X;] = u < oo y varianza
finita Var(X;) = 02 < oo. Definiendo la media muestral como

_ 1

se cumple que:
P ({w €Q: lim X,(w) = u}) =1,

n—o0

es decir, X,, = p.

La demostraciéon de este resultado se basa en elementos que exceden el alcance del
presente curso, tales como el criterio de convergencia casi segura de series de variables
independientes centradas. Por lo tanto, se omite su desarrollo formal.
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Ejemplo:
Supongamos nuevamente X; ~ Bernoulli(p) con 0 < p < 1. Entonces E[X;] =p ¥y

Var(X;) = p(1 — p) < co. La media muestral X, representa la proporcién de éxitos
observados en n repeticiones. La Ley Fuerte de los Grandes Numeros garantiza que:

X, 2% p.

Esto implica que, con probabilidad uno, la proporcién de éxitos observados converge
al valor esperado p.

Teorema Central del Limite (TCL)

El Teorema Central del Limite es uno de los resultados fundamentales en teoria de
la probabilidad. Este teorema establece que, bajo condiciones generales, la suma
(o promedio) de un nimero suficientemente grande de variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas con media y varianza finitas se aproxima a
una distribucién normal, independientemente de la distribucion original de dichas
variables.

r—(Teorema 9.16 Teorema Central del Limite} N

Sean {X;}!, variables aleatorias i.i.d. con esperanza E[X;] = p < ooy
varianza Var(X;) = 02 < oo. Definimos la media muestral:

_ ] —

y la variable aleatoria estandarizada:

(Xn —p) 1 ¢
Ly, = = X; — npu.
< U\/ﬁ; ke

v

Entonces, Z,, converge en distribucién a una variable normal estandar N (0, 1):
Z, % 7, donde Z ~ N(0, 1),
lo que equivale a:

lim P(Z, < z)=®(x), VzreR,

n—o0

donde ®(z) es la funcién de distribucién acumulada de la normal esténdar.

La justificacién del TCL se basa en la idea de que, aunque las X; no tengan distribu-
cion normal, la acumulacién de efectos aleatorios individuales tiende a producir un
comportamiento global aproximadamente gaussiano. Esta propiedad es consecuen-
cia del comportamiento de la funcién caracteristica de la suma estandarizada, que
converge puntualmente a la de una normal estandar.

La normalizacién es clave: al centrar las variables en su media y escalarlas por
su desviacién estandar o y por y/n, se obtiene una variable con esperanza cero y
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varianza unitaria:

E[Z,] =0, Var(Z,) = 1.

Aplicaciéon practica del TCL
Para utilizar el Teorema Central del Limite en un problema aplicado, se siguen los

siguientes pasos:

1. Identificar la suma o el promedio muestral de interés, por ejemplo: Y, =

Z?:l X;.

2. Calcular su esperanza y varianza:

3. Estandarizar la variable:

Ly = ————x.
/ Var(Yy,)

4. Usar que Z, 4N (0,1) para aproximar probabilidades:

a— ni b—nu
Pla<Y,<b)~P <Z< .
(a< ¥, <b) (\/ﬁa -~ \/ﬁa>

Ejemplo:

Sea X; ~ Bernoulli(p), con 0 < p < 1, y sean i.i.d. Entonces p = p, 0% = p(1 — p).
Si definimos S, = > | X, entonces:

Zy— —2n T o)1),

np(1 —p)

Esto permite aproximar la distribucién binomial con una normal estandar para
valores grandes de n.
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